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Avant-propos

Réussir un concours de ’agrégation de physique, qu’il s’agisse du concours interne, externe ou externe spécial, demande une
préparation théorique, didactique et expérimentale exigeante. Les connaissances disciplinaires requises sont vastes et couvrent
I'intégralité de la physique dite « classique » ainsi que certains éléments de physique « moderne » a un niveau attendu frolant
parfois la premiére année de Master. Pour leur préparation, les candidats naviguent aujourd’hui entre les manuels de CPGE —
qui ne couvrent pas tous les sujets abordés a I'agrégation — et des ouvrages spécialisés au contenu souvent plus technique que
ce qui est attendu au concours et usant parfois d’'un formalisme mathématique qui n’est pas dans I’esprit de I'enseignement de
la physique au lycée ou en CPGE. La diversité des sujets a maitriser et le besoin d’accumuler une culture scientifique la plus
vaste possible requiérent, enfin, de passer un temps conséquent a s’approprier de nombreuses références bibliographiques.

L’objectif de ce manuel est de présenter des notions parfois difficiles en se concentrant sur la rigueur et la construction des
concepts introduits. Les outils utilisés sont au niveau Licence ce qui permet, par exemple sur les chapitres de relativité, phy-
sique quantique ou statistique, d’introduire « ce qui est nécessaire » sans noyer le candidat sous des détails certes importants
mais non prioritaires. Nous avons fait le travail bibliographique d’ampleur nécessaire a comprendre chaque sujet en profon-
deur afin de faire gagner ce temps précieux aux candidats et leur permettre de se concentrer sur le contenu scientifique plutot
que sur la recherche de 'ouvrage idéal. Toutes les références que nous avons utilisées sont ainsi scrupuleusement citées —
mais il n’est pas essentiel de les avoir sous la main pour comprendre le propos présenté. Nous avons distingué les références
spécifiques a un chapitre, que I’on trouvera numérotées ([1]), des références utilisées de maniére récurrente, dites « Références
usuelles », auxquelles un sigle a été attribué (comme [Sext]). Parmi ces références, les entrées [CPGE1] et [CPGE2] renvoient
A tout manuel de CPGE de 1%¢ ou 2™ année ; nous laissons le candidat choisir son édition préférée.

Ce manuel veut aussi répondre aux évolutions récentes des concours. D’une part, la possibilité d’accéder a internet pen-
dant les oraux nous permet de proposer en ligne deux types de contenu. On trouvera sur le site de I’éditeur, a la page
https://www.deboecksuperieur.com/site/336421,’ensemble des figures présentes dans le livre. Les candidats sont libres
d’utiliser ces figures pour leur préparation personnelle et leur présentation le jour de I'oral, en prenant soin de citer leur source.
De plus, certains développements ou calculs plus difficiles, ou qui nous semblaient nuire a la fluidité de la lecture, ont aussi
été déposés en ligne et sont accessibles via un QR code et un lien a I'endroit ou ils doivent étre lus.

D’autre part, la structure de ce manuel en compléments indépendants les uns des autres le rend particuliérement adapté a la
préparation des oraux dont les listes de titres ont été supprimées. Chaque chapitre ! commence par une courte introduction et
la présentation du plan, suivies de quelques pages marquées d’un liseré orange — une « fiche synthése » — qui proposent un
résumé du cours de CPGE. Ces fiches permettront notamment de vérifier un résultat connu ou de contrdler ses acquis avant
d’aborder les approfondissements. Ces approfondissements, qui constituent le cceur du manuel, sont divisés en un certain
nombre de « compléments ». Ils présentent des notions qui sont traitées de maniére simplifiée en CPGE, voire pas abordées
du tout, et qui doivent étre maitrisées pour les concours. Ils pourront aussi constituer tout ou partie d’un plan de lecon ou
d’exposé le cas échéant. Enfin, cinq encarts structurent la lecture.

1. A lexception de quelques-uns, pas ou peu abordés au programme de CPGE, pour lesquels nous avons choisi de reprendre la présentation sans supposer
aucun prérequis.


https://www.deboecksuperieur.com/site/336421

VIII

AVANT-PROPOS

Théoréeme

L’encart « Théoréme » signale un résultat majeur :
théoréme, principe, postulat, loi importante, etc.
Remarque

L’encart « Remarque » signale un contenu plus subtil
que l'on peut éluder en premiere lecture.

Aux concours ...

L’encart « Aux concours ... » permet de repérer a quelles
occasions les notions ont pu apparaitre a I’écrit ou a
P’oral d’un des concours. Dans ce dernier encart comme
dans le reste de ce manuel les différents concours sont
repérés par les acronymes suivants :

AEPC pour I’Agrégation Externe de Physique-Chimie
(sous-entendu option physique);

ATPC pour I’Agrégation Interne de Physique-Chimie;

Doct pour I’ Agrégation Spéciale Docteurs de Physique-
L’encart « Exemple » propose une application directe
des notions présentées a un cas concret, souvent ac-
compagné d’une application numérique.

On fait alors référence aux épreuves écrites par les acro-
nymes suivants : AIPC2019 référe a 'épreuve écrite
de physique de I'agrégation interne en 2019. Les sigles
A2019 et C2019 renvoient aux épreuves A et C (respec-
tivement la composition et le probleme de physique)
de ’agrégation externe en 2019. Doct2019 est I’épreuve
écrite de I'agrégation externe spéciale en 2019. Les ré-
férences aux épreuves orales (lecons, montages et ex-
posés) sont effectuées de maniere explicites.

Conseil didactique

L’encart « Conseil didactique » propose une réflexion
sur la maniére d’aborder une notion au concours.

Rappelons que les conditions d’évaluation sont susceptibles d’évoluer a chaque session du concours et qu’il est impératif que
les candidats consultent le rapport de jury de la session précédente sur le site du concours qu’ils comptent présenter.

Enfin, nous souhaitons remercier tres chaleureusement toutes les personnes qui ont participé a I’élaboration de ce manuel,
au premier rang desquelles celles qui ont consacré du temps a relire, corriger et améliorer un chapitre ou une partie entiére
du manuscrit. Par ordre de lecture du manuel : Stéphane Komilikis, David Langlois, Erwan Allys, Clément Sayrin, Elias Khan,
Arnaud Raoux et Lionel Djadaojee. Nous remercions aussi Alain Luguet, éditeur sciences chez deBoeck Supérieur, qui nous
a laissé toute liberté pour imaginer et concevoir ce manuel et qui I’a enrichi de ses conseils professionnels. La parution de ce
manuel n’aurait enfin pas été possible sans le soutien de nos proches et celui des structures qui nous ont hébergé pendant
sa rédaction : 'Ecole Normale Supérieure de Paris, en particulier la plateforme de préparation a I'agrégation de Montrouge,
I’Ecole Normale Supérieure de Lyon, I'Institut d’Astrophysique de Paris (IAP) de Sorbonne Université et les laboratoires de
I'UFR de physique de I'Université Paris Cité : Astroparticules & Cosmologie (APC) et Matiere et Systémes Complexes (MSC).

Nous invitons les lecteurs a nous faire part de leurs remarques ou signaler les erreurs qui nous auraient échappé a I’adresse
physiquepourlagregation@gmail. com.

Bonne lecture et bonne réussite!


physiquepourlagregation@gmail.com

PARTIE |

MECANIQUE

Systéme héliocentrique de Copernic, représenté dans De Revolutionibus Orbium Coelestium (1543)






Chapitre 1
Théoremes genéraux

de la mécanique

Dans ce premier chapitre nous rappelons les théoremes généraux de la mécanique du point, c’est-a-dire les briques élémen-
taires qui nous permettront de mener les études des chapitres suivants. Les lois de Newton, les aspects énergétiques ainsi que
les notions de moment d’une force et de moment cinétique sont révisés en fiche synthese. Inutile de préciser que cette fiche
syntheése, qui porte essentiellement sur des notions de premiére année de CPGE ou de cycle universitaire, doit étre parfaite-
ment maitrisée. On portera une attention particuliere aux hypothéses des différents théoremes et aux définitions proposées,
qui doivent pouvoir étre restituées sans ambiguité au concours, a I’écrit comme a I’oral.

Le premier complément approfondit plusieurs notions de méca-
nique du point : I'équilibre mécanique, la stabilité des positions
d’équilibre, la notion d’état lié ou d’état de diffusion. Ces concepts | Les généralités de mécanique exposées ici sont incon-

Aux concours ...

sont trés importants pour comprendre les études de systémes mé- | tournables aux concours de I'agrégation, tant a I'écrit
caniques qui seront effectuées dans les chapitres suivants; il ne | qu’al’oral. Par exemple, elles font I'objet d’un titre de
faudra pas hésiter, lors de la lecture de toute cette partie, a y re- lecon a 'agrégation spéciale : « Lois de conservation

venir réguliérement. Le second complément, proposé en version | en dynamique » et du sujet d’exposé de I’AIPC « Dy-
numérique, détaille le théoréme des travaux virtuels, utile pour | namique newtonienne ».
I’étude de systémes complexes avec de nombreuses contraintes

internes.
Sommaire
Fiche synthése . . . . . . . . . o 4
1.1 Développements variés sur la mécanique newtonienne . . . . . . . . ... ...
1.1.1  Positions d’équilibre et stabilité . . . . . . .. ... L 8
1.1.2  Mouvement unidimensionnel dans un profil d’énergie potentielle . . . . . . ... ... ... ... ... 11

1.2 Théoréme des travaux virtuels . . . . . . . . ... 12




I. MECANIQUE

FICHE SYNTHESE

[> MODELE DU POINT MATERIEL

Une grande partie de la mécanique repose sur I'étude d’un
point matériel : le systéme réel (généralement un ou plu-
sieurs solides), de masse m, est considéré d’extension spa-
tiale nulle pour simplifier I’étude. On parle alors de méca-
nique du point.

A certaines occasions il n’est cependant pas possible de faire
cette simplification et il est alors nécessaire de considérer
Pextension spatiale du systeme et de décrire son mouve-
ment de rotation propre ou, plus rarement, ses déforma-
tions. On parle alors de mécanique des solides. Cette branche
de la mécanique sera décrite au chapitre 7 : dans ce chapitre,
on considére toujours un systéme composé d’un unique
point matériel.

[> CINEMATIQUE ET DYNAMIQUE

L’étude d’'un mouvement se fait toujours en deux étapes.

1. On commence par chercher la fagon optimale de décrire
le mouvement : cela implique de définir le systéme étudié
et de choisir un référentiel !, ainsi qu'un repére associé a
un systéme de coordonnées. Il s’agit de I’étude cinéma-
tique.

2. On cherche ensuite a décrire les actions s’exercant sur le
systéme considéré pour prévoir sa trajectoire. Celle-ci,
bien sir, s’exprime différemment selon le référentiel et
le systéme de coordonnées choisis. Cette partie consti-
tue I'étude dynamique.

Dans cette fiche synthese, nous rappelons les théoremes im-
portants de la dynamique. Les différents systémes de coor-
données et leur propriétés sont rappelés dans 'appendice et
le lecteur souhaitant réviser plus en détail la description ci-
nématique d’'un mouvement peut se référer a des ouvrages
de premiére année de CPGE [CPGE1, BFRM1].

> Lois DE NEWTON

Les trois lois de Newton sont les trois postulats a la base de
la mécanique dite « classique » ou « newtonienne » par op-
position a la mécanique relativiste que nous étudierons au
chapitre 8. Elles ont été énoncées pour la premiére fois par
Isaac Newton en 1687 [1].

1% loi de Newton (Principe d’inertie)

Un point matériel est dit isolé s’il n’est soumis a au-
cune action mécanique, et pseudo-isolé si les actions
qui s’exercent sur lui se compensent.

1l existe une classe de référentiels, dits galiléens, dans
lesquels le mouvement d’un point matériel isolé ou
pseudo-isolé est rectiligne uniforme.

Attention : 0

L’application des lois de la mécanique que nous pré-
sentons dans ce chapitre nécessite de disposer d’un ré-
férentiel galiléen. Cette 1% loi de Newton, qui est un
postulat d’existence d’un tel référentiel, nous permet de
repousser au chapitre 6 les considérations plus avan-
cées sur le caracteére galiléen ou non des référentiels qui
nous entourent.

Pour toute la suite de cette fiche synthése, nous travaillons
dans un référentiel galiléen R, dont I'existence est assurée
par la 1% loi de Newton. Nous lui attachons un repére dont
lorigine est notée O et dont les axes n’ont pas besoin d’étre
précisés a ce stade. Nous étudions un point matériel M de
masse m.

2¢me [oi de Newton (Principe fondamental de la
dynamique)

Considérons un point matériel M, de masse m, sur le-
—

quel s’applique une résultante des forces F''. Dans un

référentiel galiléen R4, on a :

dp N
£ =F 1.1
dt lg, ’ (1)

vit,

ott p estla quantité de mouvement du point M étudié
dans R, :

7-m3.

On dit qu’un point est a I'équilibre mécanique si, et seule-
ment si, il est immobile, c’est-a-dire que sa vitesse T est
nulle a tout instant. On en déduit qu’un point matériel est
a I’équilibre mécanique si et seulement si la résultante des
forces s’appliquant sur lui est nulle et que sa vitesse initiale
est nulle. Une discussion approfondie de la notion d’équi-
libre mécanique est réalisée dans la section 1.1.1.

La 2°™ loi de Newton est cruciale pour I'étude des mouve-
ments car elle permet de relier une quantité cinématique,
la vitesse, a des parametres dynamiques du probléme, les
forces.

Une caractéristique fondamentale des interactions repré-
sentées par des forces fait I'objet de la troisiéme loi de New-
ton.

1. La notion de référentiel sera détaillée au chapitre 6. Rappelons qu’un référentiel est constitué d'un solide de référence et d’'une horloge.
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3°me loi de Newton (Principe des actions réci-
proques)

Considérons deux points matériels M, et M,. Ces
points interagissent par lintermédiaire de deux
forces :

N
- la force qu’exerce M; sur M,, notée F,_,;;

N
« la force qu’exerce M, sur M;, notée F,_,;.

Quel que soit le mouvement des points M, et M,, on a

— —
Fiy=-Fyu|

On parle aussi de principe de 'action et de la réaction.

Remarque

Les lois de Newton ont été complétées, au xvIi® siecle,
par une description lagrangienne du mouvement, en
terme de principes variationnels. Cela a donné nais-
sance a la mécanique moderne, ou mécanique analy-
tique, qui est développée au chapitre 9.

[> THEOREMES ENERGETIQUES

La résolution de la mécanique par une approche énergé-
tique permet deux choses : d’une part le lien avec les autres
branches de la physique, I’énergie étant la quantité trans-
verse par excellence. D’autre part, dans la plupart des pro-
blemes de mécanique (et la quasi-totalité de ceux posés aux
concours), elle permet d’obtenir aisément une équation du
mouvement qui, lorsque celui-ci possede un unique degré
de liberté, résout complétement le probléme.

F_’)uissance et travail d’'une force Considérons une force
F quelconque s’appliquant sur le point M de vitesse 7. On
définit la puissance &P a t de cette force par

P(t) = Ft)- () |.

C’est un scalaire qui s’exprime en watts W (dimension
ML?T3).

Sur une portion de trajectoire suivie par M entre les ins-
tants ¢ et t + dt, on définit a partir de la puissance le travail

infinitésimal 6 W :
SW =Pdt|.

Par intégration entre les instants ¢, et ,, on définit le travail

t no_,
W,ﬁf/ 5W=/ dtF-T.
f n

La valeur de I'intégrale dépend de la trajectoire, car la force
F dépend en général de la position, de la vitesse, etc. On
peut aussi écrire

dOM

SW=F -Tdt et T=—0r.
dt

Cela permet d’exprimer le travail élémentaire W sous la
forme

— — f2 — —
SW=F -dOM| soit W, ., =/ F-dOM . (1.2)
a1

Energie cinétique On définit 'énergie cinétique E, de
M par

1
E.= -mv
2

2

Théorémes de la puissance et de I’énergie ciné-
tique

Notons P(t) la somme des puissances des forces su-
bies a t par un point matériel M. Le théoréme de la
puissance cinétique s’écrit

ﬁ; =21 .

vit,
d

On peut écrire ce théoreme en version intégrée entre
1 et ty, il s’agit alors du théoreme de 'énergie ciné-
tique :

| AE, = Ec(tz) - Ec(tl) = th—nz s

ou W, _,, estla somme des travaux des forces s’appli-
quant a M entre t; et t,.

P —
Energie potentielle Considérons le cas d’'une force F
s’appliquant sur le point M. On s’intéresse au cas particulier
ou I'on peut trouver une fonction E, telle que

SW = -dE, .

Cela implique

W=/5W:—/dE = -AE,,
K3 6

ou AE, est la variation de la fonction E, entre le début et
la fin de la trajectoire 6. Si une telle fonction E, existe, on
Pappelle énergie potentielle associée a la force F et on dit
que la force est conservative. On a alors démontré un résul-
tat capital : le travail ne dépend plus de la trajectoire suivie
mais seulement des points de départ et d’arrivée!
En pratique, le calcul d’une énergie potentielle se fait al’aide
de la formule (1.2). On écrit en effet
SW = F -dOM = - dE, ,
de sorte qu’une force est conservative s’il existe une fonc-
tion énergie potentielle E, telle que

F= -gradE, |.

Dans le cas contraire on dit que la force est non-
conservative.
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On remarque que Iénergie potentielle est définie & une
constante pres; cette constante peut étre fixée arbitraire-
ment afin de simplifier les expressions manipulées. Sauf avis
contraire, la convention consiste a prendre Iénergie poten-
tielle nulle au point ou la force s’annule (si celui-ci existe et
est unique).

Energie potentielle pour des forces usuelles

On répertorie dans la table suivante des expressions
usuelles a connaitre.

Force Expression Energle
potentielle
. N )
Elastique -k(l-L)u, Ek (I - L)~ + cste
Poids -mgu, mgz + cste
Electrostatique qf qV + cste

Si plusieurs forces s’appliquent sur le point M, on peut

définir I’énergie potentielle totale E,;,; comme la somme

des énergies potentielles de chaque force. On a alors
— =

—grad E,tor = Fior.

Energie mécanique L’énergie mécanique du point M

est définie par
o]

ou E, est la somme des énergies potentielles des forces
conservatives s’appliquant sur M.

Théorémes de la puissance et de I’énergie méca-
nique

Notons &, la somme des puissances des forces non-
conservatives subies a t par un point matériel M. Le
théoréme de la puissance mécanique s’écrit

dE,

Vi,| —
dt

= Pruc |-

On peut écrire ce théoreme en version intégrée entre
h et t,, il s’agit alors du théoréme de I’énergie méca-
nique :

AEm = Wnc, f—t

ou Wy, est la somme des travaux associés aux
forces non-conservatives.

Gréace au théoréme de la puissance mécanique, on montre
que I’énergie mécanique est une constante du mouvement
lorsqu’il n’y a aucune force non-conservative. On parle
d’intégrale premiere du mouvement : il s’agit d’une gran-
deur conservée au cours du mouvement qui ne dépend que

de la position et de la vitesse du point M.

Notons pour clore cette partie sur I'énergie que les quatre
théorémes présentés (théorémes de la puissance cinétique,
puissance mécanique, énergie cinétique, énergie méca-
nique) sont « les mémes ». En effet, on passe d’un théoréme
sur la puissance a celui sur I’énergie en intégrant par rap-
port au temps. De méme, on passe d’un théoreme cinétique
au théoréme mécanique en faisant passer I’action des forces
conservatives du terme de droite au terme de gauche via
I’énergie potentielle. Pour résoudre un probléme donné ap-
pliquer plusieurs de ces théorémes meénera donc toujours au
méme résultat et n’est pas utile. Il s’agira de choisir I’énoncé
le plus adapté a la situation proposée.

[> THEOREME DU MOMENT CINETIQUE

Considérons dans la suite un point matériel M de masse m
et de quantité de mouvement p = m3T. Le principe fonda-
mental de la dynamique décrit bien 'idée commune qu’on
se fait du mouvement d’un corps, a travers sa quantité de
mouvement P : plus sa vitesse et/ou sa masse sera grande,
plus il sera difficile de le mettre en mouvement ou l'arré-
ter. Nous allons voir ici une reformulation de ce théoréme,
particuliérement utile pour les mouvements de révolution
et qui sera trés puissante en mécanique des solides.

Moment cinétique Notons A un point quelconque de
I’espace ?. On définit le moment cinétique du point M en
A par

>

La=AMATD |. (1.3)

Attention : 0

11 est crucial de se souvenir que le moment cinétique
est un vecteur, et que celui-ci dépend du point M étu-
dié, mais aussi du point A ot il est exprimé.

Si (A) est une droite dirigée par le vecteur unitaire u, et
contenant le point A, on peut définir le moment cinétique
par rapport a un axe (A) par
LA = fA . Tl’z .

Celui-ci est indépendant du choix du point A tant que A
est sur I'axe (A). On peut aller plus loin : en se placant en
coordonnées cylindriques d’origine A et d’axe (A) (voir fi-
gure 1.1), on a

7 -m?

ce qui implique

=m(#d, + rOud, + ),

La=GU)AD = mrt0i, .

On définit alors le moment d’inertie I par rapport a (A) par

On a alors, dans le cas présent,

Iy = mr?.

2. En pratique, A sera souvent l'origine du repére, parfois le centre d’inertie du systéme.
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La notion de moment d’inertie prendra tout son sens au mo-
ment de I’étude de la rotation propre d’un solide dans le
complément 7.2.2. Notons que le vecteur unitaire portant
(A) étant nommé ici u,, on aurait pu noter les quantités L,
etl,.

Gy,

FIGURE 1.1 — Moment cinétique du point M par rapport a
Iaxe (A).

Moment d’une force Pour une force | F s’appliquant au
point M, on définit le moment en A de F par

MA(Fy=AMAF|. (15)

Le calcul du moment (. A(F) est facilité par la technique du
bras de levier : si on note d la distance entre A et la droite
. = .- e

portée par_le) vecteur F et i/, le vecteur unitaire orthogonal
au plan (AM, F) (voir figure 1.2), on a

— - _ —

MA(F) =M, u, avec JM,=ocd|F]|. (1.6)
La quantité o est telle que 0 = +1 si la force F tend &
« faire tourner » M dans le sens trigonométrique dans le

plan (ATVT , F) et o = -1 si elle fait tourner dans le sens anti-
trigonométrique.

(a) F

FIGURE 1.2 - Technique du bras de levier. (a) Cas o = +1. (b)
Cas o =-1.

Théoréeme du moment cinétique

Le moment cinétique en un point fixe A d'un point ma-
tériel M est relié a la somme J(%" des moments en A

des forces s’appliquant sur M par le théoréeme du mo-

ment cinétique :

AT,
dt

Attention : 0

Cette expression du théoréme n’est valable qu'en un
point A fixe. Le cas d’'un point A mobile est traité dans
la section 7.2.4 avec le formalisme de la mécanique du
solide. Pour un point matériel, on peut simplement dé-
duire du PFD :

= M| 1.7)

dZ, d ,— . dAM _, -— dp
A L= (AaM = AMA =L
dt dt( " ) P Adt

> —
AD +AM A F™,

soit
dLA 7tol — =
— = tt_,U AD,

oll T, est la vitesse du point A.

Remarque

Le théoréme du moment cinétique peut sembler futile
pour le moment, car en mécanique du point matériel
celui-ci est strictement équivalent a la relation fonda-
mentale de la dynamique — en injectant (1.3) et (1.5)
dans (1.1) on retrouve (1.7). Cependant, il devient cru-
cial en mécanique du solide, ce qui est développé au
chapitre 7.

Cas d’'un mouvement plan

Supposons que le mouvement du point M soit plan:a
tout instant ¢ la position AM et la force F sont conte-
nues dans un plan IT indépendant du temps. On note
%, la normale a ce plan. Les expressions (1.4) et (1.6)
nous permettent d’écrire le théoréeme du moment ci-
nétique projeté sur u,, :

)

Ce type de raisonnement sera utile pour I’étude des
forces centrales au chapitre 4.
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1.1 DEVELOPPEMENTS VARIES SUR LA MECANIQUE NEWTONIENNE

1.1.1 POSITIONS D’EQUILIBRE ET STABILITE

Equilibre mécanique et position d’équilibre Un point
matériel M est en équilibre mécanique si celui-ci est immo-
bile pour tout temps : on a

o(t) = 0 pour tout ¢.

On peut chercher a reformuler cette condition cinématique
a l'aide de la résultante des forces F subie par le point M.
Supposons qu’a un instant %, la vitesse du point M soit
nulle : (%) = 0. Aux instants ultérieurs t = £, la vitesse
ne peut rester nulle que si I'accélération est nulle. En vertu
du principe fondamental de la dynamique (1.1), cela signi-
fie que la résultante des forces F est nulle. On en déduit le
théoréme suivant.

Equilibre mécanique pour un point matériel

Un point matériel M est a ’équilibre mécanique si et
seulement si

. sa vitesse est nulle a un instant t = t;;

+ la résultante des forces qu’il subit est nulle pour
t=1t%

a. Une condition supplémentaire, associée au mouvement de ro-
tation, est nécessaire en mécanique du solide (voir chapitre 7).

A ce stade, on définit une position d’équilibre comme une
position ot 'on peut avoir équilibre mécanique. Cela signi-
fie qu'une position d’équilibre est une position ou la résul-
tante des forces est nulle.

Attention : 0

Cela n’implique en aucun cas qu'un systéme placé
en une position d’équilibre acquiert automatiquement
I’état d’équilibre mécanique dans la mesure ou il peut y
passer avec une vitesse non nulle.

Intérét de la description énergétique L’étude des po-
sitions d’équilibre d’un systéeme n’est pas toujours aisée car
elle implique de résoudre au moins une équation vectorielle.
On considére dans la suite un point matériel M (ig masse m
sur lequel s’appliquent des f_o)rces de résultante F.
Supposons désogg_a}is que F dérive d’une énergie poten-
tielle (i.e. F = - grad E,,). Par définition, les positions d’équi-
-2 - —

libre sont telles que F = 0 c’est-a-dire que grad E, est nul.
Il s’agit donc d’extrema de I’énergie potentielle que I'on peut
facilement identifier sur une représentation graphique (voir
figure 1.3).

Stabilité d’une position d’équilibre Pour chacune de
ces positions d’équilibre la question de la stabilité se pose :

« I'équilibre est stable si lorsque le systeme s’en écarte il a
tendance a y revenir,

« D’équilibre est instable si lorsque le systéme s’en écarte il
a tendance a s’en écarter davantage.

La encore le profil d’énergie potentielle de la figure 1.3 va
étre tres utile. Commencons par considérer le cas unidimen-
sionnel : I'énergie potentielle dépend d’une seule variable x
et, xy étant position d’équilibre, on a

E)(x)) = 0. (1.8)

Or, on peut réaliser un développement de Taylor de E, au-
tour de x = x; :

Ey(x) = Ey(xp) + E;(xo)(x - Xxp) + %El’,’(xo)(x —x)t .
= Ep(x) + %E;’(xo)(x - x)° + ... (1.9)

car Ej(x) = 0.

A T'exception des cas particuliers ® ou E)(x) = 0, I'énergie
potentielle peut donc étre approximée par une parabole au-
tour de x = x, et dans ce voisinage le systéme est soumis a
une force

F = —gradE, = ~E(xo)(x - %) ¥+ . (1.10)

Si E}/(xo) est positif on peut I'assimiler a une constante de
raideur et la force est analogue a une force de rappel élas-
tique : on se trouve dans le cas d’un oscillateur harmonique
(voir chapitre 2). Lorsque le systeme s’écarte de xy, il est at-
tiré vers la position d’équilibre qui est donc stable.

Si au contraire E}’,’ (xp) est négatif, la force a l'effet inverse :
elle a tendance a accroitre I’écartement a x,, ce qui fait que
I’équilibre est instable.

Stabilité d’un équilibre mécanique
Lorsque un systéme mécanique n’est soumis qu’a des

forces conservatives, toute position d’équilibre x, cor-
respond a un extremum d’énergie potentielle :

dE
T;(XO) =0.

L’équilibre est
. - d’E,
- stable si 'extremum est un minimum : ——-=(x,) > 0;

dx
. o, . d’E,
- instable si c’est un maximum : P (x0) < 0.
x

3. Dans le cas ou E;,’(xo) = 0, il faut regarder les termes d’ordre supérieur dans (1.9). Si la position d’équilibre est stable et qu’il existe des oscillations autour

de cette position, on parle d’oscillations anharmoniques.
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Mouvement autour d’une position d’équilibre Lors-
qu’on étudie le mouvement d’un systéme conservatif autour
d’une position d’équilibre on a démontré (hors cas parti-
culier olt E(x) = 0) que la force qu’il subit est exprimée
par (1.10). On peut donc écrire I’équation du mouvement
selon o, :

mx = E;,’(xo)(x - X)),

soit en posant X = x - xp :

E;,/(xo)

m

X+ X =

De nouveau la dichotomie stable/instable s’applique :

+ Si I'équilibre est stable E;/(x,) est positif. On note wf =
E} (%) / m et le systéme décrit, autour de x, de petites
oscillations de pulsation propre .

- Si Iéquilibre est instable E/(x;) est négatif et on note

-T=m / E;(x). L’équation du mouvement devient
.1
X--X=0,
T

dont la solution est de la forme X (t) = X, exp(t/7).Le sys-
téme s’écarte exponentiellement de la position d’équilibre
instable en un temps caractéristique 7 d’autant plus court
que le profil d’énergie est concave. Cette solution expo-
nentiellement croissante n’est cependant valide qu’aux
temps tres courts car les termes d’ordre supérieur dans
le développement (1.9) deviennent rapidement non négli-

geables.

FIGURE 1.3 - Exemple de profil d’énergie potentielle,
avec les positions d’équilibre associées (marquées par des
points). On trace également 'approximation harmonique de
I’énergie potentielle autour de son minimum.

Remarque

L’approximation harmonique du mouvement autour
d’une position d’équilibre stable est fondamentale en
physique. Elle justifie I'universalité de l'oscillateur
harmonique, et est utile bien au-dela de la mécanique
du point (elle sert par exemple en mécanique quan-
tique).

Généralisation a un cas bidimensionnel Dans le cas
ou I'énergie potentielle dépend de plusieurs variables (par
exemple x et y), I'étude est plus complexe. Pour commen-
cer, on peut généraliser I’équation (1.8) : la position (x, yo)
est une position d’équilibre si et seulement si

JE
N 7;(350,)/0) =0,

grad Ep(xo, yo) = 0 soit oF
T;(Xo, yo) =0.

L’obtention des positions d’équilibre est donc assez simi-
laire au cas unidimensionnel. Cependant, 1’étude de la sta-
bilité de celles-ci est plus ardue.

En effet, dans le cas multidimensionnel, on ne peut pas sé-
parer directement les cas convexe et concave : on peut se
trouver dans une situation ou la position d’équilibre (x, y,)
apparait comme un point selle?, c’est-a-dire que I’éner-
gie potentielle y est concave dans une direction et convexe
dans une autre. Une telle situation est représentée sur la fi-
gure 1.4.

Afin de faire une étude systématique de la stabilité on in-
troduit, en chaque point dont on veut étudier 1'équilibre et
la stabilité, la matrice hessienne M définie par

#E,  &E,

ax? 0x9dy
M(x,y) =

9’E, JE,

dydx  9y?

Cela nous permet de généraliser I’équation (1.9) :

X = X 1
Ep(x,y) = Ep(x0, y0) + <y _ yz> - grad E,(xp, yo)

1 [(x-x X = X
+ B <y_ y0> . [M(xo,yo) <y_ y0>] +.. (L11)

Remarque

Explicitons les notations de I’équation (1.11). Le gra-
dient de I’énergie potentielle en (x, yp) s’écrit vecto-
riellement :

8Ep/ax (xo, y0)>

grad Ep(xp, yo) = <3Ep/ay(xo, Yo)

4. Cette terminologie est utilisée pour évoquer la forme du graphe de Iénergie potentielle au voisinage d’une telle position.
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d’ou
X - X — JE
<y _ y?)) : gradEp(xO,yO) = (x = %) x T;(xo, )
JE
+(y = 1) % TP(XO, Yo) -
y

Le terme d’ordre deux vaut de méme :

1 (x-x X = X
— . M R
2 (y- yo> [ G0 (y- yoﬂ
1 , °E 1 &E
= E(X - %)* axzp (%0, y0) + 5()" )’ ayzp (%0, ¥0)

82EP
+(x = x)(y - 3’0)7a (%05 y0) »
xdy

ou on a utilisé le théoréme de Schwarz (cf. Appendice,
section A.4) pour identifier les dérivées secondes croi-
sées.

On se place a une position d’équilibre (xp, p). On note A,
et A, les valeurs propres de M(xy, o) et (¥x, éy) sa base
propre °. On change de coordonnées : on réécrit le systéme
en fonction de X et Y, coordonnées associées a (i y, Uy)
telles que la position d’équilibre soiten X = 0et Y = 0. La
matrice M(x, o) s écrit donc

Al 0
M= (0 /12> ’
L’équation (1.11) devient

Ep(X, Y)= Ep(xo, Yo) +0

+ % <)§> - | M(x0, Yo) (?)] + ...
= E, (%0, ¥o) + % (;ﬁ) . <//t);> + ...

1 1
= E,(x, Yo) + 5/11X2 + EAZYZ o

On en déduit que la dynamique du systéme bidimensionnel
en ce point est équivalente a celle de deux systémes unidi-
mensionnels découplés, avec les raideurs effectives

k1 :/11 et kz :).2.

On distingue alors différents cas, résumés dans le théoréme
suivant.

Stabilité d’un équilibre bidimensionnel

Lorsqu’un systéme mécanique n’est soumis qu’a des
forces conservatives, toute position d’équilibre (xp, yp)
correspond a un extremum d’énergie potentielle :

grad Ep(xo, yo) = 0.

Si on note A; =< A, les valeurs propres de la matrice
hessienne associée a E, en (X, J»), plusieurs cas de sta-
bilité sont possibles.

« Sid = Ay < 0 alors le systéme est instable (les rai-
deurs effectives dans chaque direction étant néga-
tives).

« Si0 < A = A, alors le systéme est stable.

« Sil; <0 < A, alors on aun point selle : une perturba-
tion générale entrainera une évolution instable, sauf
si 'on n’excite le systéme que dans la direction cor-
respondant a A,.

Ep(x, y)

FIGURE 1.4 — Exemple d’énergie potentielle pour laquelle on
a un point selle. En ce point, ’équilibre est instable pour
toute perturbation dans la direction y.

Attention : o

Insistons sur le fait que cette étude n’est valable que si
toutes les forces en jeu sont conservatives, ce qui permet
de ramener I'étude du systeme a I'étude de son éner-
gie potentielle. S’il existe des forces non conservatives
(typiquement la force de Coriolis ou la force de Lorentz
magnétique), la stabilité d’une position d’équilibre ne
pourra étre déterminée qu’en revenant a I’équation du
mouvement et en calculant la dynamique d’une petite
perturbation autour de la position d’équilibre considé-
rée. On peut citer par exemple les points de Lagrange
et le piége de Penning.

5. Remarquons que, M étant symétrique (d’apreés le théoréme de Schwarz (A.8)), les valeurs propres A; et A, sont réelles. De plus, la base propre (@x, @y)
s’obtient simplement en effectuant une rotation de la base (%, 7y). Uy et Wy sont deux vecteurs orthogonaux.
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+ Les points de Lagrange sont les positions auxquelles,
dans le référentiel tournant d’un systéme a deux
corps, on peut ajouter un troisiéme corps de masse
négligeable sans que celui-ci n’acquiere de mouve-
ment par rapport au deux autres. On trouve 5 po-
sitions d’équilibre associées a 3 points selles et 2
maxima sur le graphe d’énergie potentielle (celle-ci
est la somme de I’énergie potentielle gravitationnelle
et de I’énergie potentielle d’inertie d’entrainement).
Ces positions seraient donc instables sans la force
de Coriolis, non conservative ; cependant, sa prise en
compte permet de montrer que les maxima sont des
positions stables tandis que les points selles sont bien
instables. On trouvera plus de détails dans [2].

+ Le piége de Penning est une situation équivalente
avec la force de Lorentz, il sera étudié dans le cha-
pitre 5.

Remarque

Le raisonnement donné ici pour deux dimensions est
aisément généralisable a trois dimensions : la matrice
hessienne M est de composantes

oE
My(x,y,2) = —2,
i(x, ¥, 2) oxx,

avec (x;) = (x,y,2). On note A;, A, et A3 les valeurs
propres de cette matrice en une position d’équilibre
(x0, Yo, 20)- Si I'une de ces valeurs propres est négative,
la position d’équilibre est instable en général (i.e. éven-
tuellement stable dans un certain nombre de directions
mais instable dans au moins une).

1.1.2  MOUVEMENT UNIDIMENSIONNEL DANS UN
PROFIL D’ENERGIE POTENTIELLE

Dans cette partie, on s’intéresse au mouvement d’un point
matériel de masse m dans un profil d’énergie potentielle
E, donné. On suppose le mouvement unidimensionnel, de
sorte que I’énergie potentielle est notée E,(x). On suppose
par ailleurs qu’il n’y a aucun frottement : toutes les forces
sont conservatives et sont prises en compte dans E,.

Par conservation de I’énergie mécanique, on a

1
E . +E, = Em)'cz + E,(x) = E, = cste.

On en déduit plusieurs propriétés.

+ L’énergie cinétique étant toujours positive, il est néces-
saire d’avoir E,, = E,(x) pour tout x. Cela conditionne les
valeurs de x accessibles au systéme. Si x ne peut prendre
ses valeurs que dans un ensemble borné, on dira que le

point matériel se trouve dans un état lié (figure 1.5); a
Pinverse, si x peut atteindre l'infini, on dit que le point
matériel se trouve dans un état de diffusion (figure 1.6).

+ Les positions telles que E, = E,(x), appelées points de
rebroussement, correspondent aux points ou E, = 0. En
ces positions, la vitesse s’annule et la trajectoire change
de sens (elle passe des x croissants aux x décroissants ou
vice-versa) : le point matériel rebrousse chemin.

Attention : 0

Les points de rebroussement ne sont pas des positions
d’équilibre! En effet, on a en ces positions X = 0 mais
x#0.

Ep(x)

Em o '

FIGURE 1.5 — Cas d’un état lié : le mouvement est borné entre
Xmin et Xmax-

Ep(x)

“m

| B

FIGURE 1.6 — Cas d’un état de diffusion : le mouvement est
compris entre Xp;, et +oo.

Ces considérations sont mises en ceuvre au chapitre 4 pour
décrire les différentes trajectoires de satellites a 'aide des
états liés et de diffusion.
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1.2 THEOREME DES TRAVAUX VIRTUELS

L’étude de systémes complexes en mécanique newtonienne
peut s’avérer particuliérement ardue, car il faut comprendre
le fonctionnement de chaque liaison pour pouvoir mettre www.lienmini.fr/36421-cpltch01
en équation le systeme. Dans ce complément numérique,
nous présentons une reformulation de la mécanique new-
tonienne qui permet de traiter simplement les contraintes
internes a un systeme : le théoreme des travaux virtuels.

Travaux virtuels

REFERENCES
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Chapitre 2

Oscillateurs

Les oscillateurs sont omniprésents en physique et ils le sont donc aussi a I'agrégation. Le premier d’entre eux est 'oscillateur
harmonique qui est une brique importante de ce chapitre a la fois du fait de sa simplicité mathématique (¥ + wZx = 0) et de
son universalité (voir complément 2.1). Il posséde trois propriétés fondamentales que nous allons redémontrer : la persistance
des oscillations sinusoidales dans le temps, I'isochronisme et I'équipartition de I'énergie entre E, et E,.

Les autres oscillateurs physiques peuvent se distinguer de l'oscillateur harmonique par deux aspects. D’une part ’'amor-
tissement, qui n’est jamais completement négligeable lorsqu’on étudie un oscillateur réels aux temps longs. L’analyse des
oscillateurs harmoniques amortis par frottements fluides est présentée en fiche synthese; I’étude de 'amortissement par frot-
tements solides étant renvoyée au complément 3.3. D’autre part la présence de non-linéarités enrichit considérablement la
gamme de comportements des oscillateurs, ce qui sera discuté au complément 2.2. Un des enjeux de ce chapitre est de montrer
comment ces deux phénomeénes modifient les propriétés des oscillateurs. Dans la suite de ces premiers compléments, I'étude
des oscillateurs paramétriques est détaillée en complément numérique.

Enfin, nous nous intéresserons aux phénomeénes par-
ticuliers apparaissant lorsque plusieurs oscillateurs
influent les uns sur les autres : nous parlerons ainsi | L’omniprésence des oscillateurs en physique se traduit par leur
de couplage des oscillateurs. Ce sera I'occasion de dif- importance aux concours. Par exemple a l'oral de ’Agrégation
férencier le couplage inertiel du couplage élastique et | Spéciale : « Phénomeénes de résonance dans différents domaines
de mettre en évidence deux phénoménes majeurs:la | de la physique » et « Oscillateurs; portraits de phase et non-

Aux concours ...

levée de dégénérescence et la multiplication des fré- | linéarités » ou a celui de 'AIPC : « Oscillateurs » et « Résonance ».
quences propres. Nous établirons notamment qu’il | Tls sont aussi largement présents dans les épreuves de montage
existe autant de fréquences propres que d’oscilla- | de PAEPC. On les retrouve enfin dans de nombreuses épreuves
teurs couplés dans le systeme. écrites que nous préciserons au fil du chapitre.
Sommaire
Fiche synthése . . . . . . . . . e 14
2.1 Universalité des oscillateurs harmoniques. . . . . . . . . . ... .. L L 19
2.1.1  Oscillations autour d’une position d’équilibre stable . . . . .. ... ... ... ... .. .. ... 19
2.1.2  Prise en compte de 'amortissement . . . . . ... ... oL L Lo L 19
2.2 Oscillateurs non-linéaires. . . . . . . . .. .. . 21
2.21 Pendule simple : du linéaire au non-linéaire . . . . . .. ... ... Lo oL 21
2.2.2  Etude générale d’un oscillateur non-linéaire : portrait de phase . . ... ... .............. 25
2.3 Oscillateurs paramétriques . . . . . . . .. ... 28
2.4 Couplage d’oscillateurs nonamortis. . . . . . . . ... Lo 28
24.1 Exemplesdesystemescouplés. . . . . . .. ... L 28
242 Différentstypesdecouplage . . . . . ... L 29

243 Deux oscillateurs : importance des vecteurs propres . . . . . . . . ... .. 29
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FICHE SYNTHESE

Cette fiche rassemble les résultats de CPGE sur l'oscillateur
harmonique et l'oscillateur amorti par frottements fluides.
C’est notamment I’occasion de réinvestir le concept de réso-
nance. L’oscillateur amorti par frottements solides fait I'ob-
jet d’'un complément dans le chapitre 3.

[> OSCILLATEUR HARMONIQUE

Un oscillateur harmonique est un systéme représenté, lors-
qu’il est a une dimension et n’est soumis a aucune excita-
tion, par une fonction x(¢) dépendant du temps et vérifiant
I’équation différentielle suivante :

d?x

T +lx=0]. (2.1)

La quantité w,, positive, est appelée pulsation propre et
est exprimée en rad - s™! dans le SI. Son expression a partir
des paramétres physiques dépend de la situation considérée.
Deux situations canoniques sont a connaitre :

Mécanique Pour une masse m d’abscisse [/ soumise au rap-
pel d’un ressort de constante de raideur k et de lon-
gueur a vide I, on a en posant x = [ - [, I'équation
du mouvement

d*x
m—
de?

C’est un oscillateur harmonique de pulsation

Electronique Dans un circuit LC série, la charge q du
condensateur vérifie

= —kx.

Cest un oscillateur harmonique de pulsation
w = 1/+IC.

Pour résoudre (2.1) on peut écrire au choix? :
x(t) = Acos wyt + Bsin wyt
ou
x(t) = Acos(wpt + ¢).

Supposons par exemple que l'oscillateur est initialement
écarté de sa position d’équilibre sans vitesse initiale. Cela
impose x(t = 0) = x, et dx/d),“t_O = 0 de sorte que la pre-
miére forme est la plus pratique, et on obtient dans tous les
cas
x(t) = xo cos(wot) .

1l s’ensuit trois propriétés importantes de l'oscillateur har-
monique :

+ Les oscillations, sinusoidales, persistent indéfiniment
dans le temps sans atténuation.

La période de l'oscillation est égale a 2z / o quelle que
soit la condition initiale imposée, en particulier quelle que
soit I'amplitude du mouvement. On parle d’isochronisme
des oscillations.

« Enfin, I'énergie potentielle de 'oscillateur mécanique est
E, = %kx(t)2 = %kxg cos?(wpt)
et son énergie cinétique est
E = %rm'c(t)2 = %mxg wf sin(axt).
Avec v = k / m et en moyennant sur une période, on a :

1 1
<Ec> = <Ep> = kag = EEm

On parle d’équipartition de 1’énergie mécanique et on
peut voir loscillateur harmonique comme le parfait
échangeur entre énergie potentielle et énergie cinétique.

En pratique, on soumet un oscillateur harmonique a une
certaine excitation que 'on représente par une fonction g(t)

au second membre :
2

x
o wix = g(t).

La forme de la fonction g dépend du type d’excitation
choisi; cela sera développé dans les sections suivantes.

[> OSCILLATEUR HARMONIQUE AMORTI

Les oscillateurs physiques réels sont amortis par différentes
sources de dissipation. Reprenons les exemples précédents.

Mécanique La dissipation vient des frottements (avec I'air
ambiant, la liaison, le support, etc.). On les modélise
par une force de frottements fluides de coefficient 4,
ce qui mene a I’équation du mouvement

d*x dx
mﬁ =—kx - AE .

En posant Q = \/km/A, on écrit :

d*x  wdx
— + —— +wyx=0.
dez  Qdr °

Electronique La dissipation vient de I'effet Joule lorsqu’on
ajoute une résistance R. Dans un circuit RLC série, la
charge g du condensateur vérifie

dq odg g
L— +R—+—==0.
de? dt C

En posant Q = VL/C/R il vient cette fois :

d? d
9,94 w§q=0.

>t +
dt Q dt

1. Lorsqu’on remplace le signe + par un signe - dans cette équation, le systéme devient instable. On discute ce cas dans le complément 2.1.
2. Développer le cosinus de la seconde forme redonne immédiatement la premiére de sorte que ces deux solutions sont parfaitement équivalentes.
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La prise en compte de sources de dissipation méne donc au
modeéle de 'oscillateur harmonique amorti, qui répond a
une nouvelle équation d’évolution qu’on met sous la forme
canonique suivante :

d’x  wy dx
EJrEOE wix=0]. (2.2)

La quantité «w, est toujours la pulsation propre et on a in-
troduit un facteur sans dimension, positif lui aussi®, noté
Q et nommé facteur de qualité. On observe que si Q tend
vers I'infini, on retrouve 1’équation de l'oscillateur harmo-
nique (2.1). Ainsi, plus Q est élevé, plus I'amortissement est
faible. En pratique, on ajoute comme pour l'oscillateur har-
monique un second membre g(t) permettant de décrire la
réponse du systéme a une excitation :

d’x  wy dx

o d
Ce systeme est donc décrit par une équation différentielle
linéaire d’ordre 2 a coeflicients constants. Sa solution est
déterminée de maniére unique par la donnée de x et dx / dt
en un point ty, ainsi que par la donnée de g en tout ¢ : c’est
le théoréme de Cauchy. La solution générale est de la forme

+oix = g(t). (2.3)

x(t) = xhom(t) + xpart(t) s

oU Xyhom(t) est solution de (2.2) avec g = 0 (« solution de
I'équation homogene ») et x,,(t) est une solution particu-
liére de (2.2). Dans la suite de cette fiche, nous explorons
deux types de solutions de 1’équation (2.3), les réponses in-
dicielle et spectrale, correspondant chacune a un choix de
fonction g (et de conditions initiales le cas échéant). Ces so-
lutions permettront de traiter la quasi-totalité des cas ren-
contrés en physique.

[> REPONSE INDICIELLE

La réponse indicielle correspond au choix d’excitation g(t)
et de conditions initiales suivant :

x(t=0)=0, 9 =0 et g(t)=EH(1).
dt |

La fonction H, appelée « fonction de Heaviside » ou encore
« échelon », est telle que H(t < 0) = 0 et H(t = 0) = 1. On
impose donc au systéme d’atteindre, sous l'effet d’un for-
cage constant, une nouvelle valeur d’équilibre appelée va-
leur consigne. Une solution particuliere de I’équation (2.2)
est Xpart(t < 0) = 0 et xpan(t = 0) = E/wg . La solution géné-
rale est ainsi :

E
x(t) = xhom(t) + 2
W

Attention : 0

Les conditions initiales ou les conditions de continuité
s’appliquent a la solution compléte x(t), pas & Xpom OU
Xpart Séparément.

pourt=0.

La solution homogene xj,om () s’obtient en étudiant les ra-
cines du polynéme caractéristique

Wo
s+ s+l =0.

Ce polyndme a pour discriminant A = ?(1/Q? - 4) dont le
signe dépend de la valeur de Q.

1
Régime apériodique : A > 0 soit Q < 5 Les deux ra-

cines réelles du polynéme caractéristique sont

Ces deux racines sont réelles et négatives. La solution est
donc de la forme xpom(t) = a. exp(s,t) + a_exp(s_t) et les
conditions initiales imposent a, + a- + E/@? = O ets,a, =
-s_a_. On en déduit donc :

E s,etl - s et
xapériod(t) =3 1- .
Wy

S, — S

1
Régime critique : A = 0 soit Q = - Le polyndme ca-

ractéristique a une racine double négative s, = -a,. La
solution homogene est alors de la forme x,om(t) = (a +
bt) exp(-wpt). Les conditions initiales imposent a = - E / 2%

etb=—E/w0,d’of1:

E
Xeite(t) = — (1= (1 + wpt)e™") .
Why
1
Régime pseudo-périodique: A < 0 soit Q > 2 Le poly-

nome caractéristique a deux racines complexes conjuguées

Le raisonnement est identique au cas apériodique, la seule
différence étant que les exponentielles sont désormais com-
plexes. On peut les développer sous forme de fonctions tri-
gonométriques :

wyt

E 20 .
Xpseudo-T(t) = 5 1- ﬁe 2Q sin(Qt + )|,
0 N
40?2

ou

est la pseudo-pulsation,

1
Q:CL)() I—TQZ

et = arctan(J4QZ - 1). On a donc des pseudo-oscillations
a la pulsation Q, amorties exponentiellement avec une
constante de temps 7 = 2Q / wy - Plus Q est élevé, moins I'en-
veloppe exponentielle du sinus décroit donc rapidement.

3. Si Q n’est pas positif 'amortissement se transforme en amplification. De tels systémes existent mais ce n’est pas I'objet de I'étude menée ici.
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C’est évidemment cohérent avec le fait que « Q grand » cor-
respond a un faible coefficient d’amortissement. On peut
quantifier cette observation en définissant le décrément lo-
garithmique &, correspondant au logarithme du rapport des
amplitudes de deux maxima successifs. Dans la mesure ou
la décroissance de ’amplitude est exponentielle, cette quan-
tité est constante au cours du temps et on trouve

2r

0= ——.
407 -1

et on vérifie que plus Q est grand, plus le décrément est pe-
tit. Dans la limite Q — +o0, ce qui correspond physique-
ment a un amortissement quasi nul, on retrouve le compor-
tement en cosinus de pulsation propre w, d’un oscillateur
purement harmonique.

Comparaison des trois régimes Onreprésente ces trois
régimes sur la figure 2.1. Dans chaque régime, x(t) tend vers
la valeur asymptotique E / ¢, mais & des « vitesses » diffé-
rentes. Le régime pseudo-périodique atteint trés rapidement
la valeur consigne mais la dépasse largement au cours de ses
pseudo-oscillations. Au contraire le régime apériodique est
plus lent mais garantit de ne pas dépasser la consigne. L’'un
et l'autre peuvent étre avantageux selon les cas. Le régime
critique permet d’avoir la réponse la plus rapide possible
sans dépassement.

Pour plus de détails, on pourra consulter toute référence de
premiére année de CPGE [CPGE1].

x(H)e
E
1.50

1.25

1.00

0.75

”_: 777777777 Apériodique Q = 1/4
—————— /e - Critique Q = 112
D Pseudo-périodique Q = 2
\ s C N S B

10 15 20

0.50

0.25

0.00

wot

FIGURE 2.1 — Tracé des trois comportements possibles en ré-
ponse indicielle d’un oscillateur amorti. On a superposé en
noir le tracé de g(t) / E.

[> REPONSE SPECTRALE ET RESONANCES

Lorsque la fonction g dépend contintiment du temps, il est
généralement plus difficile de trouver une solution spéci-
fique. Cependant, le probléme étant linéaire, on peut se ra-
mener a la résolution pour une seule composante de Fourier
de g (voir appendice), que I’on note ge™! (on suppose que la
phase de I'excitation a 'origine est nulle, ce qui est toujours
possible a un changement d’origine du temps preés).

Remarque

En premiére année de CPGE, on ne fait pas explicite-
ment mention de la transformée de Fourier : on écrit
plutot

g(t) = g cos(wt), (2.4)

puis 'on passe aux exponentielles complexes en re-
marquant que I'on a

g(1) = R(g(1) avec g(t) = ge".

Les coefficients du membre de gauche de 1'équa-
tion (2.3) sont tous réels : on peut alors écrire x(t) =
R(x(t)) et la fonction x vérifie alors I’équation (2.3)
avec g donné par ge'’.

Pour comprendre pourquoi tout signal réel peut se
mettre sous la forme (2.4), il est cependant nécessaire
de faire appel a la transformée de Fourier (voir appen-
dice) : cette étape est donc admise dans les classes de

CPGE.

L’étude de la solution homogéne étant identique a 1’étude
de la réponse indicielle, on s’intéressera uniquement a la so-
lution particuliere. Cette solution est appelée réponse spec-
trale, et correspond donc au comportement du systéme sou-
mis a une excitation a une seule fréquence (excitation har-
monique), une fois que la solution homogene est devenue
négligeable. Nous allons voir que le systéeme oscille sinu-
soidalement a la fréquence d’excitation, c’est pourquoi on
parle également de régime sinusoidal forcé.
Par linéarité, on cherche une solution a la pulsation w, de la
forme

x() = X(w) exp(iot). (2.5)
On a donc d”x/dt" = (iw)"x(t). L’équation (2.2) devient
alors

(—wz + %iw+ a)§> X(w)=g.

On exprime ainsi le coefficient X en fonction de la pulsation
w ou de la pulsation réduite u = / W :

1
5 o~ ou X(u) = R —

2 2 4 gy 0 1o 2, Y
Wy — W+ iw— 01— u*+i—
Q Q
Alalimite de fréquence nulle, lorsque u — 0, on retrouve la
solution particuliere de la réponse indicielle. De fagon géné-
rale la réponse spectrale est de la forme |X|exp(i(wt + @)),
ou ¢ = arg(X). On peut donc s’intéresser a ’évolution de
|X|(u) et arg(X)(u) en fonction des valeurs de u, en échelle
logarithmique. C’est le principe du diagramme de Bode.
Dans la suite, on trace ces évolutions : si un maximum est
présent, on parlera alors de résonance.

X(w) =

Résonance en position Les fonctions |X| et arg(X) sont
tracées sur la figure 2.2. La fonction |X]| est

« strictement décroissante si Q < 1 / V2 ;

- minimale en u = 0 et maximale en u = |, /1 - 1/2Q2 si

Q>1/V2.
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FIGURE 2.2 — Tracé de |X]| et arg(X) en fonction de u.

Dans ce dernier cas, la valeur maximale de |X]wE / g estalors

1 / \J1-1/40Q? : ce pic de la réponse spectrale correspond a
une résonance et on retiendra la pulsation de résonance en

position
B 1
Wy =y, |1- 72Q2 .

Résonance en vitesse Il peut s’avérer que la grandeur
étudiée n’est pas directement x mais dx / dt, par exemple
si I'on mesure le courant dans un circuit RLC (le courant
étant la dérivée de la charge). Pour la solution x considé-
rée dans I'équation (2.5), on a dg/dt = iwX(w) exp(iowt). La
grandeur d’intérét est donc V(w) = iwX(w). On a

_ 8 iu =g 1
Z(u)_wol_u2+iu/Q wol"'iQ(u_l)'
u

De méme que précédemment, on étudie les fonctions |V/|
et arg(V). Celles-ci sont tracées sur la figure 2.3 qui per-
met de constater que la fonction |V| posséde un maximum
Viax = gQ/ w en u = 1 quelle que soit la valeur de Q. On

a donc de nouveau une résonance. Plusieurs commentaires
importants s’imposent :

« larésonance en vitesse, contrairement a celle en position,
existe quelle que soit la valeur de Q;

- contrairement a la résonance en position, la fréquence de
résonance est indépendante du facteur de qualité Q puis-
qu’elle est égale a la fréquence propre du systéme;

« lors de la résonance, on a arg(V) = 0, c’est-a-dire que I'ex-
citation et la réponse sont en phase;

+ méme si la position du pic de résonance ne dépend pas de
Q, sa hauteur et sa largeur en dépendent. Notamment, la
bande passante du pic, c’est-a-dire I’ensemble des valeurs
de utelles que |V| > |V ux / V2 apour largeur Au = 1 / Q.

10° * ””””””” R . Viwo/g
10‘2% ——————————————————————————— o=1 T
R A
2 | e ‘
X arg(V)
e S N
I Ll Ll Ny
2072 107! 10° 10! 10°

u

FIGURE 2.3 — Tracé de |V]| et arg(V) en fonction de u.

Remarque

On pourrait poursuivre et étudier la résonance en accé-
lération, etc. Cependant cela serait d’un intérét limité
car on mesure rarement ces grandeurs d’'une part, et
d’autre part le raisonnement suivi serait rigoureuse-
ment le méme.

[> DUALITE ENTRE LES REPONSES

Pour conclure, on peut apprécier le fait que les parametres
importants dans la réponse indicielle jouent un réle tout
aussi important, mais différent, dans la réponse spectrale.
La pulsation propre fixe I’échelle de temps ou de fréquence
du systéme, tandis que le facteur de qualité influence forte-
ment la réponse dans les deux cas.

« Dans le cas indiciel, Q caractérise la durée de la réponse
et change la valeur de la pseudo-pulsation. La valeur cri-
tique est Q = 1/2.

+ Dans le cas spectral, Q caractérise la hauteur et la largeur
des pics de résonance, ainsi que la position de la réso-
nance en position. La valeur critique estici Q = 1 / V2.

Le facteur de qualité a donc des effets tres différents selon
les réponses! Cela relie des comportements que I'on n’au-
rait pas imaginé étre corrélés*. Par exemple, un systéme a
réponse longue dans le temps aura forcément une bande
passante trés réduite — c’est le cas du diapason. A 'inverse,
si 'on souhaite limiter les oscillations d’un systéme autour
de sa valeur d’équilibre, on fixe le facteur de qualité Q et
donc la pulsation de résonance en position...

Le diapason

Le diapason est un exemple de systéme ou la dualité
des réponses s’observe bien. En effet, 'usage naturel
d’un diapason est de frapper celui-ci fortement puis

4. En allant plus loin, on peut montrer que la réponse indicielle est reliée a la transformée de Fourier de la réponse spectrale, ce qui justifie ces corrélations.
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d’écouter le son produit : il s’agit d’une étude en ré-
ponse indicielle. Le son produit est audible pendant
une longue durée grace a un facteur de qualité Q tres
élevé (plusieurs milliers). On peut cependant aussi étu-
dier la réponse spectrale du diapason : on a alors un pic
de résonance tres étroit et tres haut, toujours grace au
facteur Q élevé!

Lors de I'étude de la réponse spectrale de ce systeme,
il est important de garder en téte que la solution ho-
mogene reste présente, mais elle décroit exponentiel-
lement avec un temps caractéristique proportionnel a
Q / @y . Le facteur Q étant élevé, celle-ci peut donc per-
sister un long moment : pour Q ~ 10° et f, = 440 Hz,
on peut 'observer pendant plusieurs secondes aprés le
début de I'excitation. Il est donc important d’attendre
un temps suffisamment long a chaque changement des
parametres de Pexpérience. Cet effet s’observe dans
toutes les études de réponse spectrale mais est bien
plus visible dans le cas du diapason a cause du lent
amortissement de la solution homogéne.

[> PORTRAIT DE PHASE

Afin de visualiser qualitativement le comportement de 1’os-
cillateur harmonique, on peut chercher a reformuler I’équa-
tion (2.1). En effet, en multipliant celle-ci par dx / dt, on fait
apparaitre la conservation de I'énergie :

de (dx o 41 (dx 2+
ax [d'x L I el
ar \deg "9 de\ 2 \ dt

Pour toute trajectoire x(t), on a donc

1<dx)2 L oo
—| — ) + -wyx” = cste
2 \ dt 20 ’

ce qui signifie qu’il existe une constante a telle que

1dx 2+x2—a
C()()dt o

Dans le plan (x, x/ Wy ) cette équation est I’équation d’un
cercle de centre (0,0) et de rayon /a (la constante a étant
forcément positive). Le tracé des trajectoires dans ce plan
est appelé portrait de phase : il s’agit d’un outil tres puis-
sant pour I’étude des oscillateurs, qui sera réinvesti dans le
complément 2.2. On dispose d’autant de trajectoires qu’il y
a de constantes a : on trace quelques-unes d’entre elles sur
la figure 2.4.

1 2.2
—wyx” | =0.
2 0

Intéressons-nous a quelques propriétés des trajectoires dans
Pespace des phases.

Conditions initiales Des conditions initiales x(0) et x(0)
permettent de repérer un point dans le portrait de
phase. Ce point permet de fixer la constante a, ce qui
permet en retour de fixer la trajectoire. Ainsi, on re-
trouve bien le fait que les conditions initiales fixent
intégralement la trajectoire.

Croisement de trajectoires Deux trajectoires dans Ies-
pace des phases ne peuvent se croiser : si cela était le
cas, les trajectoires auraient les mémes valeurs de x
et X en un point. En prenant ce point comme condi-
tion initiale, les trajectoires seraient alors identiques
car elles auraient les mémes conditions initiales.

Sens de parcours Une trajectoire dans 'espace des phases
posséde un sens de parcours, que I'on peut trouver
grace au signe de x : dans la partie supérieure, on
a x > 0, donc x doit augmenter, ce qui signifie que
I'on parcourt la trajectoire de la gauche vers la droite.
Dans la partie inférieure, le sens de parcours est de
la droite vers la gauche.

1 dx
[On) dt

FIGURE 2.4 — Portrait de phase de l'oscillateur harmonique.
On observe que dans le demi-espace § > 0, on parcourt les
trajectoires de la gauche vers la droite, tandis qu’on les par-
court dans le sens opposé dans le demi-espace 6 < 0.
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2.1 UNIVERSALITE DES OSCILLATEURS HARMONIQUES

2.1.1  OSCILLATIONS AUTOUR D’UNE POSITION
D EQUILIBRE STABLE

Considérons un systéme conservatif décrit par une variable
x(t), évoluant dans un profil d’énergie potentielle E,(x) et
étudions son mouvement autour d’une position d’équilibre
stable xy. Par définition de I’équilibre, x;, correspond a un

extremum d’énergie potentielle et dE, / dx‘ = 0. Cette
xX=X)

étude a déja été réalisée au chapitre 1: en réalisant un déve-

loppement de Taylor de E, autour de x, avec I’annulation

de cette premiere dérivée, on peut écrire :

1 d?E
Ep(x) = Ep(xo) + 3 dxzp

(x = %) +....
X=X

L’énergie potentielle étant définie a4 une constante pres,
on peut fixer E,(x) = 0. L’équilibre étant stable on a
d?E,/dx* > 0 de sorte que dans le voisinage® de x = xo,

en posant avec k = dzEP/dx2 et X = x - xp, 'énergie

X=xp

potentielle s’écrit :
1y
E,(X) = EkX .

Cette approximation parabolique du potentiel correspond
a décrire localement I’énergie potentielle par un puits har-
monique. Il faut ensuite considérer Iénergie cinétique du
systéme (quadratique en x),

1,
E.= —mx°,
2

tout en notant qu’il pourrait tout aussi bien s’agir de I’éner-
gie contenue dans une bobine dans un circuit RLC (si x était
la charge aux bornes du condensateur). On remarque que
I'on a % = X. L’énergie totale est donc

1 ., 1
E=-mX?+ —kX?.
2 2

Par conservation de |'énergie, on obtient ’équation du mou-
vement
dE .k
—=0=X+—-X=0,
dt m

qui est bien I'équation d’un oscillateur harmonique.

1
5. On peut quantifier rigoureusement la notion de voisinage ici en demandant que le terme d’ordre suivant, —

le terme harmonique.

Harmonicité des petites oscillations

Considérons les petites oscillations au voisinage d'une
position d’équilibre x, stable, c’est-a-dire
d,
dx

&E,

dx? -0

X=X0

x=xp

Ces oscillations sont harmoniques et la raideur k du
systéme masse-ressort équivalent est donnée par

d’E,
k= dx?

X=X0

La solution générale est

X(t) = Xy cos(wpt + @) avec wp = \/E (2.6)
m

Un tel systéme présente donc des oscillations a une fré-
quence dépendant du rapport k/ m. Son énergie totale
s’écrit

1k 1 1
Ey = 7—2w§X02 sin®(wpt + @)+~ kXZ cos®(wpt + @) = —kXZ.
2 W 2 2
(2.7)
Remarque

Dans le cas ou la position d’équilibre est instable, on a
simplement d?E,/dx’ ‘ < 0. L’équation du mouve-
X=X

ment est la méme, mais on I’écrit

.k d’E
X-—X=0 avec k=- L
m

2 .
dx X=X

Les solutions sont donc des exponentielles croissantes,
qui sont donc divergentes aux temps longs : cela tra-
duit I'instabilité.

2.1.2  PRISE EN COMPTE DE L’AMORTISSEMENT

Supposons maintenant qu’en une période, le systéme perde
une énergie AE s’exprimant comme une fraction constante
de I’énergie totale, sous la forme

AE_Zn'
E|” 0’

&E,
6 dx3

(x - xo)°, reste négligeable devant

x=x0

6. A ce stade, Q est une constante quelconque, mais nous montrerons qu’on peut I'interpréter comme le facteur de qualité d’un oscillateur harmonique amorti.
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dans laquelle on introduit ® la constante Q. L’énergie E dé-
pend donc du temps selon :

E(t + ) - E(t) 2n

Bt QF
Dans la limite ou la variation d’énergie est faible devant
I’énergie elle-méme (Q » 1, ou AE « E), on peut approxi-
mer

2m dE 21
—— =-——E(1).
On a donc
E(t) = Epe’ "' avec y = % .

La quantité y est alors telle que y « «,. En s’inspirant de
I’énergie d’un oscillateur harmonique écrite dans I’équation
(2.7), on peut retrouver cette expression exponentiellement
décroissante pour I’énergie en multipliant la solution (2.6)
par un facteur e”'*/? : en effet on a alors

X = X "' cos(awpt + @),

X = Xpe " oy (—ZL cos(wpt + @) — sin(wyt + (p)) ,
1)

0

2
X = Xpe "2 o} <L> cos(wot + @)
2(/.)0

X sin(wpt + @) — cos(wot + (p)) .
@Wo

On a donc a 'ordre le plus bas non nul en y / Wy
1 1 1
—mX?+ SkX? = —lXle " = e,
2 2 m

et
X+ 02X = Xoe ""? wyy sin(agt + @),

soit

X+w§X:—yX:—ﬂX .
Q
On observe que 'on retrouve la solution pseudo-périodique
dans la limite Q » 1, ce qui correspond ici a la limite y « «y
que nous avons prise.
On a donc démontré que le terme d’amortissement dans un
oscillateur harmonique est bien plus général qu’un simple
terme de frottements visqueux : il permet de rendre compte
de toute perte d’énergie a un taux constant 1 / Q!

Remarque

Ce résultat permet aussi de modéliser le comportement
en régime sinusoidal forcé. Ainsi, tout systeme oscil-
lant avec une légere perte d’énergie peut étre modé-
lisé par les réponses en position et en vitesse étudiées
dans la fiche synthése. C’est par exemple le cas d’un
diapason : le systéme physique est riche et complexe
et met en jeu des équations de mécanique des milieux

continus, mais en premiere approximation le diapason
se comporte comme un oscillateur harmonique amorti
et il posséde donc une résonance dont on connait les
propriétés. On trouvera des détails dans [1].

Amortissement par rayonnement

Les calculs précédents permettent de comprendre d’out
provient le terme d’amortissement dans le modele
de I’électron élastiquement lié. Cet électron perd de
I’énergie par rayonnement selon la formule de Lar-

mor :
2 2

¢ a
6meped’

ou q est la charge et a est 'accélération. Le mou-
vement de I’électron (ou plus précisément du bary-
centre du nuage électronique) est harmonique de pé-
riode 27 / w, et d’amplitude R. L’accélération au carré
moyenne <a2> s’écrit alors

(@) = (Raf)"

le facteur 1/2 provenant de la valeur moyenne du cos?.
On en déduit que sur une période, la variation d’éner-
gie est

R o

6£0C3

Or, I'énergie totale est en général E, = kX? / 2 avec
wy = | , k / m et X, Pamplitude des oscillations, soit ici
2 2¢%w

1
Ey = =mw?R* dou = = s
0T Q 6mge?

avec m la masse de I’électron. On en déduit

6rme,c’

0=

Selon le résultat de cette partie, on a démontré que
la perte d’énergie par formule de Larmor pouvait étre
modélisée dans’équation du mouvement par un terme
d’amortissement d’oscillateur harmonique, a condi-
tion d’avoir Q >» 1! Pour un nuage composé d’un seul
électron, on trouve

23 -1
oo Lo010Trad- s
Wo

ce qui signifie que approximation est valable pour la
grande majorité des rayonnements. Cette modélisation
est bien plus simple que la prise en compte du terme
exact qui ferait apparaitre des dérivées troisiemes par
rapport au temps. On pourrait cependant montrer ana-
lytiquement que ces termes se raménent a un terme de
frottement fluide lorsque y « w, (voir [2]).
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2.2  OSCILLATEURS NON-LINEAIRES

Dans cette section, nous nous intéresserons a une classe
trés générale de systémes en physique : les oscillateurs non-
linéaires. Un oscillateur est dit non-linéaire s’il est carac-
térisé par une équation différentielle ne respectant pas le
principe de superposition : si x;(t) est la réponse pour un
forcage F,(t) donné et x,(t) la réponse au forcage F,(t), alors
la combinaison linéaire ax;(t) + bx,(t) n’est pas la réponse
pour le forcage aF,(t) + bF,(t)! Ces systémes sont bien plus
difficiles a étudier que les oscillateurs linéaires tels que 'os-
cillateur harmonique mais possédent en contre-partie des
propriétés physiques bien plus riches.

Commencons par I’étude de l'oscillateur non-linéaire que
I'on rencontre le plus souvent dans les cursus de physique :
le pendule simple. Cet exemple s’appuie sur le cours [3].

Aux concours ...

Des études d’oscillateurs non linéaires sont proposées
dans A2010, A2019 et AIPC2012.

2.2.1  PENDULE SIMPLE : DU LINEAIRE AU
NON-LINEAIRE

Etudions le mouvement d’un point matériel M de masse m
relié par un fil de masse négligeable de longueur [ a un point
O fixe dans un référentiel galiléen. On se restreint a un mou-
vement dans le plan généré par les vecteurs g et OM (t=0).
Un schéma est donné sur la figure 2.5. L’équation du mou-
vement est bien connue (voir [CPGE1]) :

d?0 > &
I

@+w§sin9:0, Wy =2, (2.8)

c&? est 'angle entre la verticale donnée par g et le vecteur
OM.

AZ
I
I

M

Y

— X

FIGURE 2.5 - Schima du pendule simple, ayec les représen-
tations du poids P ainsi que de la tension T du fil s’exercant
au point M.

Remarque

La méme étude peut étre effectuée avec un pendule pe-
sant, pour lequel la masse de la tige reliant la masse m
au point d’attache n’est pas négligeable. L’équation du
mouvement s’obtient par exemple via le théoréme du
moment cinétique et possede deux différences par rap-
port au pendule simple :

+ le moment d’inertie de la tige s’ajoute a ml?,

« il faut rajouter la contribution du moment du poids
de la tige“ qui sera également proportionnelle a
sin 0.

L’équation du mouvement reste (2.8), mais avec une
expression de «, différente.

a. On peut annuler cette contribution en équilibrant le pendule a
vide, mais cela n’enléve pas la contribution du moment d’inertie dans
le premier membre de I’équation!

Aux concours ...

Les pendules simple et pesant ont fait 'objet d"une par-
tie des épreuves AIPC2017 et AIPC2023.

Linéarisation En général, on traite I’équation du mouve-
ment (2.8) au premier ordre en 6. On suppose 6 « 27, ce qui
permet d’écrire sin § = 6. On retrouve alors I’équation

dao

FroR 0=0
d’un oscillateur harmonique. Elle est linéaire (par construc-
tion) et on I’a résolue plus haut : les solutions sont de la
forme 6(t) = 0, cos(wyt + @) et conduisent a des oscillations

a une pulsation \m pour toutes les conditions initiales.
Rappelons que 'on parle d’isochronisme des oscillations.
Cependant, la linéarisation de I’équation induit forcément
des erreurs dés que 6 n’est plus suffisamment petit par rap-
port a 27 et, pour améliorer la modélisation, on est amené
a réaliser un développement limité du sinus a un ordre su-
périeur.

Solutions d’ordre supérieur Réalisons un développe-
ment perturbatif plus complet. Il nous faut pour cela identi-
fier un petit parameétre en puissances duquel nous pourrons
développer la solution. Nous avons vu précédemment que
0 « 27 de sorte que 0 pourrait étre un bon candidat mais il
varie au cours du temps et n’est donc pas a proprement par-
ler un paramétre. On lui préférera I’angle initial 6, constant
et faible lui aussi, que I'on notera dorénavant ¢ afin d’in-
sister sur son caractére infinitésimal. On prendra ainsi pour
conditions initiales (sans perte de généralité)

do

—| = 2.9
ar|. (2.9)
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On cherche alors une solution sous la forme

0(t) = e0,(1) + €26,(t) + ..

Attention : 0

Les conditions initiales s’appliquent toujours a la fonc-
tion O(t). Ainsi, on a

£0,(0) + £26,(0) + ... = €.

En identifiant les puissances de ¢, on trouve les condi-
tions correspondantes sur les 6; :

0,(0)=1 et 6(0)=0 pour i>1.

De méme, on trouve que pour tout i on a dHi/dt‘ .= 0.
t=

L’équation (2.8) devient, avec cette forme de solution et en
s’arrétant a Uordre 3 :

e, ,d0, ,d%6,
+ £ + €
di? di? dt?
+ W) sin(s@1 + %0, +e0;) +0(e') = 0.

£

On doit développer le sinus en puissances de ¢ :

sin(e, + €26, + £20;) = 0, + €0, + £°0,

- é (6‘91 + 620, + 5393)3 ol

En ne conservant que les termes d’ordre au plus 3, on ob-
tient pour finir

¢o, &0 &0
“ar T ae T ar
1
+ o} (691 + 20, + & (—gﬁf + 93>) +06(eh = 0.

On a donc, en identifiant les équations ordre par ordre et en
faisant appel aux conditions initiales (2.9) :

d?6,

i + @0 =0 = 0,(t) = cos(wpt),
d2o.
dtzz +w§02 =0 = 92([):0,
d263 2 1 (,()2 (A)Z
+ w20, = —w?0? = =2 cos(Bwpt) + — cos(wyt) .
e @00 = g@nlh = 5 cosBant) + =5 cos(ant)

On observe que la derniére équation correspond a un oscil-
lateur harmonique a la pulsation «y, forcé a la pulsation «y.
Ce systéme est instable” : ainsi, 0 diverge lorsque ¢ aug-
mente, ce qui fait que le développement perturbatif n’est
plus valable au bout d’un certain temps.

Méthode de Poincaré-Lindstedt Afin d’éviter les di-
vergences, on doit réaliser un développement perturbatif
plus poussé. On se propose alors de faire un double déve-
loppement perturbatif sur 6, toujours, mais aussi sur o :

T=wt avec w =y + Ew; + ..

0(1) = €0,(1) + €20,(1) + ...

<

Un tel développement permet de rendre explicite une modi-
fication de la fréquence avec I’amplitude initiale. L’équation
(2.8) reste alors a I'ordre 1

On en déduit que 'on a 6,(7) = cos(7). A l'ordre 2, on obtient

d292 (2} d291 (1
i 0, = —2;0 i - 2;0 cos(7).

Afin d’éviter I'instabilité décrite au paragraphe précédent,
on doit annuler le terme de forcage, en prenant w; = 0. On
a alors 0, = 0 compte tenu des conditions initiales. Enfin,
I’équation a 'ordre 3 donne

d2 93 Wy dZ 91 1

+0=-2———+ -0
de? ’ w, dr2 6 !

1 1 w:
—cos(3r)+ = [ 1+ 162 cos(7).
24 8 [

De nouveau, pour annuler le terme de forgage a w,, on doit
avoir w, = — w, / 16. On en déduit alors

52
w = Wy I_R .

On peut faire apparaitre la période T dans la formule pré-
cédente:ona T = 27/w et on obtient la formule de Borda :

2
T=n<1+i>
16

ou Ty = 2m/l/g. La pulsation est donc dépendante de I'am-
plitude des oscillations!

(2.10)

Remarque

C’est justement le fait que la fréquence varie avec 'am-
plitude qui faisait échouer la méthode précédente. En
général, dés qu’une méthode perturbative fait appa-
raitre un forcage rendant le systeme instable, on peut
se douter qu'un des paramétres du systéme doit aussi
étre développé de fagon perturbative, ce qui amene ici
a la méthode de Poincaré-Lindstedt.

7. On peut le voir en interprétant I’équation du mouvement comme un oscillateur harmonique & Q = +co : la hauteur du pic de résonance en vitesse lorsque
= wy est infinie. Plus concrétement, on peut aussi résoudre 1'équation différentielle en prenant en compte les conditions initiales : on obtient alors

6s(t) = % sin(wy t) (6wt + sin(2wyt)),

et la partie proportionnelle a t fait que 65 n’est pas borné au cours du temps.
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On peut enfin résoudre I’équation pour 6; et on obtient :

0(t) = e cos(wt) + % (cos(wt) - cos(3wt)) + O(e*),

€Z
©=w <1_E> +06(c%).

La correction en ¢ dans o nous permet de développer les
cosinus dans le terme en ¢ de 6(t), pour obtenir une expres-
sion équivalente pour 6(¢) :

o(t) = £C08<w0 <1 - lg—;) t>

+ 1—;2 (cos(wyt) — cos(3wyt)) + O(e*).

Les propriétés ainsi obtenues pour le pendule simple sont
universelles et sont caractéristiques des systémes non li-
néaires.

Caractéristiques des oscillateurs non linéaires

L’apparition de non-linéarités dans le mouvement
) . . .
d’un oscillateur entraine trois effets :

+ une modification de la fréquence fondamentale du
mouvement;

- une apparition d’harmoniques aux multiples de la
fréquence fondamentale du mouvement;

« une dépendance des caractéristiques dans les condi-
tions initiales;

Ces trois propriétés sont la signature d’'un comporte-
ment non-linéaire et se retrouvent dans des systémes
extrémement variés.

Conseil didactique

La méthode utilisée ici est assez calculatoire, mais le ré-
sultat est physiquement tres important. Il est donc inté-
ressant d’en présenter les résultats méme en éludant les
calculs. On pourra aussi présenter une résolution nu-
mérique de ’équation non-linéaire (2.8) avec une étude
spectrale de la réponse.

Période d’oscillation Il est intéressant, pour éviter le dé-
veloppant perturbatif précédent, d’établir des méthodes de
calculs allégées qui menent a un résultat partiel mais sou-
vent suffisant. Dans le cas du pendule simple par exemple,
on peut trouver 'expression de la période d’oscillation pour
toute position initiale. Pour ce faire, on multiplie I'équation
du mouvement (2.8) par d6 / dt : on obtient la conservation
de Iénergie (a un facteur m pres)

2
;(; (g) —a)gcosG) =0.

Supposons qu’on lache le pendule avec un angle 6, (6, < 7,
de facon a faire moins d’un tour complet), sans vitesse ini-
tiale. Par intégration, on a donc

d 2
<£> = 2w}(cos 0 - cos 6,).

On se place sur le premier quart de période du mouvement :
0 évolue de 6, a 0 tandis que ¢ évoluede 0a T / 4. On peut
prendre la racine carrée de I’équation précédente et on ob-
tient

-dé
2wy Jcos @ —cos @,

Par intégration sur le quart de période, il vient donc

soit dt =

T o1 % do
4 2w, Jy JcosO-cosB,

L’intégrale dans le membre de droite n’a pas d’expression
simple a partir de fonctions de base : il s’agit d’une intégrale
elliptique. On peut cependant I’évaluer numériquement. On
la note 7I(6,) / /2 ; la fonction I est tracée sur la figure 2.6

etona

2
T=TI(6) avec T,= —ﬂ.
Wy

FIGURE 2.6 — Tracé de la fonction I pour 6, entre 0 et 7.

On peut donc trouver numériquement la période des oscilla-
tions pour toute amplitude de départ, ce qui est souvent sa-
tisfaisant en pratique. Par ailleurs, une étude asymptotique
montre que la fonction I s’écrit

1
I(6) =1+ EGS +0(0y).

Onadonc T = T, [1 + 93/16 + @(9{,‘)]) et on retrouve la
formule de Borda (2.10). En revanche, on n’obtient pas la
résolution compléte de ’équation a I'ordre 3.
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Etude qualitative du mouvement complet Dans cette
partie sur le pendule non-linéaire nous avons d’abord pré-
senté le calcul complet pour les petites oscillations, difficile,
qui meéne a la solution exacte a I'ordre 3. Nous avons ensuite
présenté une solution numérique partielle du probléme per-
mettant de retrouver la formule de Borda. Dans toute la
suite de ce complément nous nous intéressons a un outil
trés puissant, le portrait de phase, qui permet de comprendre
le comportement du systéme sans avoir a le résoudre. Cet
outil est connu et nous en avons rappelé les principales pro-
priétés en fiche synthese. Il est ici question de le mettre en
application.

On a montré ci-dessus que la quantité 1/2 (de/dt )2 -
g cos 0 était constante au cours du mouvement. La donnée

de conditions initiales (6(0), d6 / dt‘ 0) permet de I’évaluer
1=t
et le mouvement sera tel que
1 do

2
<——> -2cos(f) = C avec C =cste. (2.11)
() dt

Les trajectoires dans le portrait de phase dépendent donc de
la valeur de la constante C : on en trace quelques-unes sur
la figure 2.7.

FIGURE 2.7 — Portrait de phase d’un pendule pesant pour dif-
férentes valeurs de C.

Ce portrait de phrase permet de comprendre qualitative-
ment les différents types de mouvements possibles. Pour ce
faire, remarquons que 1'on doit toujours avoir -2 cos 0 < C,
soit cos @ > - C / 2. Ainsi, on différencie les mouvements
selon la valeur de C.

-2 < C < 2 Dans ce cas, il existe deux valeurs de 0 telles
que -2cos @ = C. On note ces valeurs +6,. Lorsque
6 = +0,, on a donc d9/dt = 0. Ainsi, on a un mou-
vement oscillatoire d’amplitude 26, ; la période a été
calculée dans la partie précédente. Sur le portrait de

phase de la figure 2.7, cela se traduit par une trajec-
toire qui boucle sur elle-méme : en partant d’un point
donné, on y revient toujours en un temps fini. Ceci
est valable modulo 27 : si on décale 6 de 27, le tracé
de la trajectoire est inchangé.

C > 2 Onn’aplusde valeur de 0 telle que d9/dt = 0. Ainsi
la vitesse ne s’annule pas et 6 croit (ou décroit, selon
la trajectoire) indéfiniment. Le mouvement est une
révolution. Le méme choix de C améne d’ailleurs a
deux trajectoires, selon le sens de rotation.

C = 2 Il s’agit d’une valeur critique, pour laquelle les deux
comportements précédents se rejoignent. Le pendule
prend un temps infiniment long a atteindre d@ / dt =
0 (correspondant a 6 = prr avec p entier relatif im-
pair).

Lorsque C est proche de -2 (avec toujours C > -2), on peut

poursuivre 1’étude plus loin. Posons C = -2 + £ avec ¢ > 0.

On a alors

é‘2
—-2cos by = -2+¢&* soit 6 = arccos(l -5 )= e+0(e?).

Ainsi, les oscillations sont d’ordre ¢, ce qui permet de faire
Papproximation des petites oscillations. La trajectoire est
donc telle que

<1d9)2 < 92> X
— ) -2(1-—= ] =-2+¢,
wodt 2

1do\>
- 0% = &%,
<ﬂ)0 dt> i ¢

Cette équation est la représentation d’un cercle : on a donc
des trajectoires circulaires dans le portrait de phase des
lors que les oscillations sont de faible amplitude : on re-
trouve le comportement en oscillateur harmonique du pen-
dule simple aux petits angles. A mesure que C augmente,
les trajectoires se déforment a cause de I’apparition de non-
linéarités jusqu’a changer qualitativement des que C > 2.
On en déduit une autre propriété fondamentale des non-
linéarités : celles-ci entrainent lapparition de comporte-
ments qualitativement différents en fonction des conditions
initiales.

On peut comprendre l'origine de ces différents comporte-
ments en reliant I’étude de (2.11) a un bilan énergétique. En
effet, 'énergie mécanique du pendule simple s’écrit

soit

1, (de’
Em—gml (a> +mgl(1-cos ).

L’énergie mécanique est conservée car la seule force qui tra-
vaille (le poids) est conservative et on peut écrire, en posant

Wy = <g/l:

2En-mgl) 1 (do\°
Som T o () -2cos6.
mgl g \ dt cos

On en déduit que la constante C se relie a I'énergie méca-

nique E,, par
En
C=2—-1).
(mgl >
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Or on a toujours E,, > E, car 'énergie cinétique est positive.
Ainsi, pour une valeur de C donnée, le domaine accessible
en 0 sera tel que

E, C

—— = —+1.
mgl — 2

On trace sur la figure 2.8 le profil d’énergie potentielle
E, / mgl, ainsi que les valeurs limites de 1'énergie poten-
tielle selon la valeur de C. On observe que pour C < 2, le
domaine accessible est borné, tandis que pour C = 2 tous
les angles sont atteignables. Cela confirme les résultats de
I’étude précédente.

FIGURE 2.8 — Profil d’énergie potentielle du pendule simple
et quelques valeurs d’énergie mécanique correspondant aux
valeurs de C de la figure 2.7.

Ainsi, 'étude du portrait de phase permet de comprendre
les différents comportements de l'oscillateur non-linéaire.
Il est donc pertinent, pour un oscillateur donné, de cher-
cher a tracer son portrait de phase afin de caractériser son
comportement. C’est I'objet de la section suivante.

2.2.2 ETUDE GENERALE D UN OSCILLATEUR
NON-LINEAIRE : PORTRAIT DE PHASE

Généralisons I’étude précédente, en considérant un systéme
soumis a des équations du mouvement données. On réécrit
les équations du mouvement sous la forme de N équations
d’ordre 1 sur les fonctions x; :

dx dxy

E:Fl({xi}), E=FN({xi}).

On définit alors I'espace des phases comme lintégralité
des valeurs que peut prendre le vecteur (x1 xN).
Une trajectoire de phase est alors, pour une solution don-
née des équations du mouvement, la courbe paramétrée
(xl(t) xN(t)). Enfin, le portrait de phase est 'en-
semble des trajectoires de phase pour toutes les conditions
initiales possibles.

Reprenons 'exemple du pendule pesant : on peut réécrire
I’équation (2.8) comme

dx;

P

de .

E = =@ SIN Xy .

Dans ce systéme, on peut identifier x; a 0 et x, a é/wo.
Ainsi, I'espace des phases est R? : le portrait de phase est a
deux dimensions, ce que I'on observe bien sur la figure 2.7.

Remarque

La théorie des portraits de phase est reliée a des
concepts bien plus fondamentaux de physique et
d’analyse mathématique. En particulier '« espace des
phases » est en réalité 'espace des parameétres entrant
dans le Hamiltonien du systéme (voir chapitre 9) et le
portrait de phase est le flot hamiltonien du systéme.
Cela est bien au-dela du programme de I’agrégation et
ne sera absolument pas demandé a I'oral ou a I’écrit;
cependant, il est bon d’avoir conscience que les outils
manipulés ici ont une finalité bien plus fondamentale
que la simple étude d’oscillateurs.

On propose dans cette section I’étude de quelques oscilla-
teurs a travers leur portrait de phase. D’autres exemples, et
davantage de détails, sont fournis dans le BUP [4].

Pendule simple amorti Considérons un pendule pesant
amorti par un terme de frottements : 'équation du mouve-
ment devient

d?0  w, do

— + = — +w!sinh=0.

de2  Q dt
Réécrivons cette équation sous la forme d’un systéme
d’ordre 1, en posant 7 = wyt, x; = O et x; = d9/dr :

dx,
dr
dx,

dr

=Xz,

. 1
=-SIMmx; — —<Xy.
Q

Le portrait de phase est représenté sur la figure 2.9 pour Q =
2. On observe des trajectoires qui se différencient des trajec-
toires du portrait de phase du pendule simple non amorti :
elles se terminent toutes en certains points de ’axe des abs-
cisses, correspondant physiquement a une vitesse nulle et
un pendule a la verticale. Cela est di a la perte d’énergie : au
bout d’un temps suffisamment long, le pendule sera presque
immobile, fixé a une position d’équilibre. Ces points sont
appelés des attracteurs : mathématiquement, ils sont tels
que plusieurs conditions initiales aménent toutes a des tra-
jectoires convergeant vers ceux-ci. On observe aussi que la
symétrie autour de ’axe des ordonnées a disparu : cela cor-
respond a la brisure de I'invariance t — —t.
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X1

FIGURE 2.9 - Portrait de phase d’'un pendule amorti pour

0=2

Oscillateur de van der Pol Un autre oscillateur clas-
sique a I’agrégation est l'oscillateur de van der Pol. Celui-
ci est un modéle théorique proposé pour modéliser des os-
cillations entretenues. Heuristiquement, on voudrait com-
penser amortissement en ayant des phases ou Q < 0: le
terme d’amortissement sera alternativement positif et né-
gatif. C’est ainsi nécessairement un systéme actif capable
de fournir de I’énergie. Il est décrit par I’équation différen-
tielle

d?X

dx
¥F + AX? —XOZ)E + !X =0 avec X,>0.

Ce systéme ressemble a un oscillateur harmonique ayant
pour position d’équilibre X = 0; la seule différence provient
de la non-linéarité du terme d’amortissement. On remarque
que si [X| < Xp, celui-ci est négatif : il correspond donc a
un terme d’injection d’énergie dans le systéme, qui entrai-
nera une augmentation des oscillations. Des que les les os-
cillations dépassent |X| = X, le terme d’injection d’énergie
redevient un terme d’amortissement et on aura donc des
oscillations décroissantes. Ainsi, on s’attend a trouver des
oscillations entretenues d’amplitude de 'ordre de X,.

Afin d’étudier ce systéme on par remanie 1’équation diffé-
rentielle. En posant x = X/XO et 7 = wyt,ona

d’x

AXY
de? '

dx
+a(x*-1)-—+x=0 avec a=
dr Wy

Sur la figure 2.10, on trace la trajectoire de 'oscillateur de
van der Pol dans le cas x(0) = 107 et a = 1. On observe alors
un régime permanent d’oscillations périodiques.

On peut alors s’intéresser au portrait de phase de l'oscilla-
teur de van der Pol. En posant x; = x et x, = dx/dr, on
réécrit ’équation sous la forme

dxy
dr
dx;,
dr

= X2,

=—a(x} - Dx - x; .

On trace alors le portrait de phase sur la figure 2.11.

FIGURE 2.10 — Trajectoire de 'oscillateur de van der Pol pour
x(0) =103 eta = 1.

On observe la présence d’un cycle limite : pour plusieurs
conditions initiales, on rejoint le méme cycle correspondant
aux oscillations entretenues. Cela peut s’interpréter de la
méme facon que les points attracteurs dans le cas du pen-
dule pesant amorti : la différence principale est que désor-
mais I’attracteur est un cycle, ce qui permet un mouvement
non trivial (des oscillations) au lieu d’avoir un systéme figé.
De plus, on observe que le cycle n’est pas circulaire, ce qui
signifie que les oscillations ne sont pas sinusoidales. Cette
observation est immédiate a partir du portrait de phase,
mais beaucoup moins évidente en observant simplement la
réponse temporelle figure 2.10 : on observe la encore la puis-
sance des portraits de phase.

X2

-3 -2 -1 0 1 2 3

FIGURE 2.11 - Portrait de phase de l'oscillateur de van der
Polpour a = 1.

Remarque

L’oscillateur de van der Pol est proposé de facon heu-
ristique, mais celui-ci permet tout de méme de com-
prendre le comportement de systemes treés variés en
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physique, biologie ou géophysique. En particulier, des
versions légerement modifiées de cet oscillateur ont
été proposées pour modéliser le comportement des
neurones [5], ou certaines interactions en tectonique
des plaques [6].

Transition vers le chaos L’une des propriétés les plus
intéressantes des systémes non-linéaires est que ceux-ci
peuvent avoir un comportement tres sensible aux condi-
tions initiales, appelé comportement chaotique. Plus pré-
cisément, supposons que I'on prenne deux systémes dyna-
miques régis par la méme équation et que I'on place ceux-
ci dans des conditions initiales proches d’une distance ® d,.
On parle d’un systeme chaotique si au cours du temps la
distance entre les deux trajectoires évolue comme

d(t) = dye'’" .

La grandeur 7, réelle positive, est appelée horizon de Lya-
pounov du systéme : celle-ci caractérise la durée caractéris-
tique pendant laquelle deux systémes relativement proches
initialement restent proches au cours de leur évolution (on
définit aussi A = 1/7 'exposant de Lyapounov).

Cet horizon de Lyapounov est trés important pour com-
prendre ce qui limite notre connaissance de I’évolution d’un
systéme physique. En effet, les lois physiques sont détermi-
nistes, ce qui laisserait penser que la connaissance de ’état
d’un systéme a un instant donné suffirait a connaitre son
état pour tout temps ultérieur (ou antérieur). En particulier,
en connaissant précisément les positions et vitesses de tous
les corps présents dans I'Univers actuellement, on pourrait
imaginer étre capable de prévoir I’évolution future compléte
de celui-ci. En réalité, I'existence de I'horizon de Lyapounov
nous apprend qu’il faudrait connaitre les conditions initiales
avec une précision gigantesque pour pouvoir prévoir I’évo-
lution au-dela d’un temps 7; ainsi, en pratique, il est im-
possible de prévoir le comportement d’un systéme physique
aussi complexe que I'Univers!

Horizons de Lyapounov de quelques systemes

On présente quelques valeurs d’horizons de Lyapou-
nov pour des systémes usuels. Les valeurs sont issues
de la table 1 de [7]. On observe que le comportement
du Systéme Solaire ne peut étre prédit que pendant 10
millions d’années environ! On voit aussi que la tres
faible valeur pour le comportement d’un gaz justifie
totalement I’étude statistique qui est faite de ce genre
de systémes.

Systéme ‘ 7(s) ‘
3,6.10"
Convection de Rayleigh-Bénard 5,4

Systéme Solaire

1cm® d’argon & T, 10710

La sensibilité aux conditions initiales est donc I'une des pro-
priétés essentielles des systemes chaotiques. Cependant, le
chaos peut aussi se reconnaitre autrement. On résume les
propriétés des systemes chaotiques dans le théoreme sui-
vant.

Caractéristiques des systémes chaotiques

Les systemes chaotiques possedent plusieurs proprié-
tés permettant de les reconnaitre :

+ pour des conditions initiales tres proches, le compor-
tement au bout d’un temps long est tres différent;

- leur spectre s’élargit jusqu’a devenir continu;

« ils obéissent a des équations différentielles non-
linéaires et possedent un espace des phases de di-
mension 3 ou plus.

Le second criteére est observé par tout systéme chaotique,
mais cela n’empéche pas un systéme chaotique d’avoir une
réponse piquée en une fréquence donnée. Ce dernier cri-
tére quant a lui n’est pas suffisant pour assurer 'existence
de chaos : il s’agit simplement d’un critere nécessaire. Afin
d’illustrer cela, on trace sur la figure 2.12 la réponse d’un os-
cillateur non-linéaire forcé, pour lequel I'espace des phases
est de dimension 3°. L’étude compléte d’un tel oscillateur
peut étre trouvée dans [8]. On observe bien que le mouve-
ment n’est plus périodique et aucune tendance ne semble
se dégager : qualitativement, on a bien affaire a un systéme
chaotique.

o EHH-HH-HHAH-HHEHH

| e | : I J

2 T R R o
0 20 40 60 80 100

FIGURE 2.12 — Exemple de trajectoire d’un oscillateur non-
linéaire forcé, dans un régime chaotique.

L’étude des systemes chaotiques et de leurs propriétés est
Pobjet de la physique non-linéaire. Il s’agit d’'un domaine
trés riche : le lecteur plus curieux pourra se tourner vers les
références [3, 9, 10].

8. Dans le cas de deux pendules représentés par les angles 6; et 6,, la distance d est définie par d = [6; - 0,].
9. Afin d’éviter de mettre un terme de forcage cos(wt) dans les équations de la trajectoire mettant en jeu x; et x;, ce qui les ferait dépendre du temps, on écrit
le terme de forcage sous la forme cos(x3) et on ajoute I'équation dxs / dt = w. Cela ajoute donc un degré de liberté au systéme!
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2.3  OSCILLATEURS PARAMETRIQUES

Un oscillateur paramétrique (non amorti) est un systéme
vérifiant I’équation différentielle :
d?x
dr
ou le paramétre w*(t) dépend du temps. La physique de ces
oscillateurs est riche : on peut notamment citer le phéno-
meéne de « résonance paramétrique ».

+0f()x =0,

Nous discutons différents aspects de ces oscillateurs dans ce
complément numérique.

Oscillateurs paramétriques

waw.lienmini.fr/36421 -cpltch02

2.4 COUPLAGE D’OSCILLATEURS NON AMORTIS

Les compléments précédents ont montré que la physique
des oscillateurs non amortis était déja incroyablement riche,
ne serait-ce que par l'introduction de non-linéarités. Dans
ce dernier complément, on reste dans le cas linéaire mais
on considere plusieurs oscillateurs non-indépendants. Apres
avoir présenté quelques exemples d’oscillateurs couplés, on
décrit de maniere tres générale les couplages possibles entre
ces oscillateurs puis les conséquences du couplage sur leur
comportement.

2.4.1 EXEMPLES DE SYSTEMES COUPLES

Commencons par illustrer ce que signifie « coupler des os-
cillateurs » en prenant deux exemples classiques en CPGE.

Couplage par un ressort On considére deux masses m.
Chaque masse est reliée au bati par un ressort de raideur
K et constitue en elle-méme un oscillateur de pulsation
w = K / m. Ces deux oscillateurs sont couplés en reliant
les deux masses entre elles par un ressort de raideur k. On
suppose qu’a I’équilibre, tous les ressorts ont pour longueur
leur longueur a vide. On schématise la situation sur la figure
2.13.

“

e

FIGURE 2.13 — Schéma des deux masses couplées par un res-
sort.

On note X; la position de la premiére masse et X, la po-
sition de la seconde, puis on définit les écarts a I’équilibre
x1 = X1-Xi4q €t X2 = Xp— X5 ¢q. Les équations du mouvement

pour x; et x, sont

2
m(z);l = —Kx; + k(3 — x1),
dzt (2.12)
X,
m dtzz = -Kx, + k(x; - x3).

On pourra se référer a [11, TLM] pour ce calcul classique.
On peut réécrire ces équations en introduisant les pulsa-
tions «, et w, ainsi que les coefficients de couplage o; et
o .

K+k k
o=} = et y=m=—. (2.13)
m m
On obtient alors le systeme
dx
ap tern = ax,
; (2.14)
d X

+ a)%xz = X .

dr?

Couplage par inductance mutuelle Considérons deux
circuits LC avec L et C identiques. Ces circuits sont réalisés
en pratique a l'aide de circuits RLC pour lesquels on né-
glige les résistances. On place ces deux circuits proches I'un
de lautre, de fagon a créer une inductance mutuelle entre
les deux bobines (voir figure 2.14). On note M le coefficient
d’inductance mutuelle.

Circuit 1 Circuit 2

FIGURE 2.14 — Deux circuits LC couplés par inductance mu-
tuelle.
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Les équations pour les charges ¢, et ¢, aux bornes des
condensateurs sont (voir [CPGE1]) :

dz‘h Q1 dz‘h
L D opy=22
az T ¢ T e
2 2
g &, yda_,

dez  C dr?

On introduit alors les pulsations w, et w, ainsi que les coef-
ficients de couplage f; et f3, tels que
1 M
2 _ 2
w{ =w, = — et =pp=—.

1 LENTe ﬁl :BZ L
Les équations couplées se réécrivent alors, en renommant
grenx; et g, en x; :

dle d2x2
dr? de?’
dZXZ 2 d2x1
+ wyXy = — .
deg & ds?

Les systémes d’équations (2.14) et (2.15) sont des représen-
tants des deux classes de couplage qui peuvent exister entre
deux oscillateurs. Dans la suite, on cherche a décrire de fa-
con générale comment de tels couplages modifient le com-
portement des oscillateurs.

+ a)lle = _ﬂl
(2.15)

Conseil didactique

Le couplage d’oscillateurs est une notion tres impor-
tante a 'agrégation. Nous en présentons, dans ce qui
suit, une étude systématique et assez théorique, dont
la maitrise mathématique compléte n’est pas néces-
saire. Celle-ci est surtout présentée afin de montrer les
rouages derriére chaque cas particulier.

2.4.2  DIFFERENTS TYPES DE COUPLAGE

Considérons N oscillateurs harmoniques non amortis de
pulsations w;. Leurs équations du mouvement sont donc
dx dxy
F +wix =0, .., F + wyxn = 0.
On dit de N systemes qu’ils sont couplés s’ils peuvent agir
les uns sur les autres. D'un point de vue mathématique,
I’équation i est forcée par un terme dépendant de la valeur
des autres variables et de leurs dérivées secondes '° :

2 2
o, F d*x;
+ WX = {x}j1,
J#i

di? de?
Le couplage est dit linéaire si toutes les fonctions F; sont li-
néaires en toutes leurs variables. En notant X le vecteur des
X;, on peut alors écrire

d’X
F = X), —_—
i (ME )1 + (./”,1 dr? >i 5

ou My et Jl; sont des matrices. On distingue alors deux
types de couplages dans la suite.

+ Le couplage élastique correspond au cas J(; = 0. On a un
couplage par la position, qui correspond au cas de deux
ressorts couplés présenté dans la section 2.4.1.

+ Le couplage inertiel correspond au cas My = 0. Le cou-
plage se fait par la dérivée seconde : il s’agit typique-
ment du couplage par inductance mutuelle présenté dans
la section 2.4.1.

En général, on peut avoir toute superposition de ces deux
formes de couplage, mais la compréhension physique du
couplage ne nécessite pas de traiter les deux en méme
temps. Dans la suite, nous chercherons a décrire le com-
portement d’oscillateurs couplés selon I'un ou Iautre. Afin
de simplifier I’étude, nous considérons le cas de deux oscil-
lateurs.

Aux concours ...

L’étude du couplage de deux oscillateurs a été propo-
sée dans le probleme C2009. Les modes propres d’une
molécule ont été étudiés dans la composition A2011.

2.4.3 DEUX OSCILLATEURS : IMPORTANCE DES
VECTEURS PROPRES

Couplage élastique Considérons le cas de deux oscilla-
teurs couplés de facon élastique. Selon ce qui a été vu précé-
demment, cela revient a écrire les équations du mouvement
d?x;
dt?
d?x;,

dr?

2
WX = Xy,

+ ngz = X .

. . T . s .
En introduisant X = (xl xz) 11 le systéme se réécrit

d’x 2 -
S ,0X=0 avec Q=(“ 0;1 .
d? -0, W

L’idée fondamentale pour la résolution des systémes cou-
plés est de « découpler » les degrés de liberté en trouvant les
bonnes combinaisons y; et y, de x; et x, vérifiant des équa-
tions ne contenant respectivement que y; et y,. En termes
matriciels, cela revient a chercher un moyen de mettre Q
sous forme diagonale : cela est possible en réalisant un chan-
gement de variables adapté. Soit P une matrice inversible.
On pose X = PY : on a alors

dZ—Y +P'QPY =0

dr? ’
Sila matrice Q est diagonalisable, par définition il existe une
matrice P particuliére (dite « de passage ») telle que P'QP
soit diagonale, c’est-a-dire

Y (A o
W+<0 /12>Y—0,

10. On ne traite pas le cas ou les F; dépendent des dérivées temporelles premiéres car cela briserait I'invariance temporelle et I'énergie ne serait plus nécessai-

rement conservée.

11. La notation T désigne la transposée et permet ici d’écrire en ligne des vecteurs qui sont en fait des vecteurs colonnes.
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ou A, et A; sont les valeurs propres de Q. On aura donc deux
oscillateurs harmoniques non amortis y; et y, de pulsations

respectives VA, et V.
Rappelons que les valeurs propres sont les racines du poly-
ndme caractéristique de Q :

(0% + A+ (WPl - qay) = 0.
Posons le coefficient de couplage y tel que

a

wiw;
On a alors
— (@ + A+ P i(1-y)=0 (2.16)

Discutons maintenant des racines de I’équation 2.16. Le dis-
criminant du polynéme est

A= (0 + ) -40° i (1-y) = (0 - 0))? +40laly. (2.17)

Pour obtenir le découplage, il est nécessaire d’obtenir ici
deux racines réelles, donc d’avoir
2
Wi -w
(o] - @) (2.18)
40} w?
Par ailleurs, on observe que la somme des racines est po-
sitive tandis que leur produit est du signe de (1 - y). Pour
avoir deux racines positives afin de pouvoir en prendre les
racines carrées, on doit donc avoir y < 1.
Le découplage est donc possible si
2
)
NEET
402 w?
Ces limites sur les valeurs de y permettent de placer des
limites sur les valeurs des racines. En effet la condition pré-
cédente impose 0 < A < (w? + w?)? et il vient donc

2 2 2 2

W+ W VA . W+ W
Allez_T soit 05/115172,

of+ 0l A L Oh P
AZ:T+7 soit ———= <Ay < wi +wy.

On dit que le systéme est accordé si les deux oscillateurs
initiaux ont méme pulsation. On note alors w; = w, = w, et
les formules précédentes se simplifient:ona 0 < y < 1 et

M=ai(1-Jy) et =i+ 7).

Les pulsations des oscillateurs découplés sont donc +/7; et

V2, avec
\/}Tl:wo\ll—ﬁ et \//Tz:a)o\/l+ﬁ. (2.19)

Le couplage a donc pour effet de lever la dégénérescence
sur les pulsations : deux oscillateurs de mémes pulsations
propres, une fois couplés, sont équivalents a un systéme
avec deux pulsations propres différentes, I'une plus haute
et Pautre plus basse que la pulsation propre d’origine.

Remarque

Cet effet est notamment présent en physique quan-
tique, lors de I’étude des niveaux d’énergie E, d’'un
atome (assimilables a des oscillateurs harmoniques de
pulsations w, = E, / h). Ceux-ci sont indexés par
quatre nombres quantiques, m, £, m, et ms; seule-
ment, leur valeur ne dépend que de n : on a dégéné-
rescence des niveaux d’énergie. Par exemple, le niveau
(n=1,¢£ = 0) et le niveau (n = 1, = 1) ont la méme
énergie.

Cependant, des facteurs extérieurs vont introduire des
couplages entre niveaux : on peut citer les effets rela-
tivistes et le couplage spin-orbite, ou le couplage a un
champ magnétique. Ces couplages vont lever la dégé-
nérescence entre les niveaux d’énergie en faisant dé-
pendre la valeur de I’énergie des autres nombres quan-
tiques ¢, m,... Par exemple, en prenant en compte le
couplage spin-orbite, les niveaux (n = 1,£ = 0) et
(n = 1,¢£ = 1) ont des énergies différentes. Cette nou-
velle répartition des niveaux d’énergie due au couplage
spin-orbite est appelée « structure fine ». Le couplage
a un champ magnétique est quant a lui a l'origine de
la « structure hyperfine ». On trouvera plus de détails
sur ces couplages dans le chapitre 13.

Une fois les valeurs propres A, et A, obtenues, il est intéres-
sant de revenir aux variables d’origine pour comprendre le
comportement général des deux oscillateurs couplés.
Commencons par remarquer que les composantes de Y, les
variables y; et y,, vérifient des équations d’oscillateurs har-
moniques : chaque variable oscille a une fréquence propre
donnée du systéme. On appelle y, et y, les vecteurs propres
du systeme. Pour revenir a x; et x;, on doit utiliser la rela-
tion X = PY : ainsi, les x; sont des combinaisons linéaires
des y;. On en déduit qu’en général, la solution pour chaque
oscillateur est une superposition d’oscillations a chaque fré-
quence propre du systeme. Si I’'on fait en sorte de n’exciter
qu’'un seul des y; grace a un choix de conditions initiales,
tous les x; oscilleront a la fréquence propre correspondante,
bien qu’avec des amplitudes différentes. On dira alors que
le systéme est dans un de ses modes propres.

Pour mieux comprendre ces différents concepts,
appliquons-les au cas d’une matrice Q symétrique pour
deux oscillateurs accordés. On note

1o —a)
Q=(" . (2.20)
<—a w?

11
- (5 )

2
N=xi+x, M=o -a,

On a alors

et on trouve

Vo ==X + Xz, Azzw§+a.

Si les conditions initiales sont telles que I'on « n’excite que
¥1 » (pour tout temps, y, = 0 donc x; = x;), on dira que I'on
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se trouve dans le mode symétrique et la pulsation propre sera
;. Dans le cas ol « seul y, est excité », on se trouve dans
le mode antisymétrique, de pulsation propre /A,. Pour des
conditions initiales quelconques, la solution générale pour
y; et y, est plutdt

yi(t) = A cos(\//Tlt+ (pl), Vo(t) = Ay cos<\/)T2t+ (pz) .

Les solutions x; et x; seront donc des sommes de deux cosi-
nus : on observera alors des battements. Ce cas ainsi que le
cas précis ou seul le mode antisymétrique est présent sont
illustrés sur la figure 2.15. Dans le cas ou I'on observe des
battements, on peut mesurer leur fréquence pour remonter

aDécart entre /A, et 7,.

gy

3 Quelconque

gV

L ; Antlsymetrlque ; ;

FIGURE 2.15 — Tracé des fonctions x,(t) et x,(t) dans le cas
d’un couplage donné par (2.20). Dans le premier cas, on uti-
lise des conditions initiales quelconques : on observe des
battements. Dans le second cas, on choisit les conditions ini-
tiales de facon a n’exciter que le mode antisymétrique.

Couplage élastique par un ressort

On reprend I'exemple des ressorts couplés, présenté
dansla section 2.4.1. Ce systéme correspond au cas étu-
dié ici avec

, K+k k < k )Z
wy = , a=— e y= .

m m k+K

Ce systéme est étudié dans [12] : les deux vecteurs
propres sont

M=x+x et yp=-x+x.

Les valeurs propres correspondantes sont alors

K
).1 wg(l—\/?):%

K+ 2k K1+ Jy
Wi gy - 2RIV
ml-.fy
On les trace en fonction de y a K et m fixés dans la
figure suivante.

A

10
o m/'{]/K
8 I mAz /K |
6:, ,,,,,,,,, S S
T
s s Su RIS
ol P R R Ll
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

On observe donc que I'un des modes ne change pas de
pulsation par rapport au cas non couplé! Il s’agit du
mode symétrique : les masses oscillent ensemble et le
ressort du milieu ne se contracte ou se détend jamais.
Tout se passe comme si les masses n’étaient pas cou-
plées.

Attention : 0

En observant les tracés de A; et A, en fonction de y
dans 'exemple précédent, on pourrait penser que ceux-
cine correspondent pas a 'équation (2.19). Il s’agit d'un
écueil classique : il ne faut pas oublier que w, dépend
également de y. Dans I'exemple, on avait

,_k1 K 1

(l)om 1_.
Womi

1l est donc important de garder en téte la dépendance
des quantités w, « et y en les différents parametres.

Couplage inertiel Etudions désormais le couplage iner-
tiel (par la dérivée seconde). Les équations sont alors

d’x )

—— WX = - ,

de i ﬁl dt2

dzxz 2 d2x1
+Wixy = - .

deg P de?

Sous forme matricielle, ces équations s’écrivent
1 d?X 20
PrydX (en 0 x_y.
B 1) are 0 o
On peut donc se ramener a une équation de la forme

ex o, 1 B\ (et 0
ﬁ+QX—O avec Q_<ﬂ2 1 0 )

On a donc

_ 1 o} _ﬂlwz
@= 1-Bips (‘ﬁwa 6‘)z ) ’
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On peut donc adapter I’étude faite dans le cas élastique, en
effectuant les changements

2 2
P g breo,
1-pip 1-pip
2
w
et o — 2 L
1-Bip
En transposant les formules (2.17) et (2.18), on obtient
1
y=pp et A= G-y (0} + w})* + 4yoiwi].
La condition sur y pour obtenir un découplage reste
(@f - @3)?

sy<1.
402 w?
Enfin, dans le cas ou les deux oscillateurs sont accordés (i.e.
W, = Wy = @), les deux pulsations propres sont

A= —2 | et A= |,
\/» ,/1+\/7 ' \F 1-Jy

On observe de nouveau une levée de dégénérescence.
Comme dans le cas élastique, la pulsation «w, peut dépendre
de y et rendre 'interprétation compliquée.
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Chapitre 3

Frottements solides

Dans le chapitre précédent portant sur les oscillateurs nous avons étudié I'influence des frottements .f>1uides. Ce phénomene
est modélisé par un terme dynamique simple, fonction des variables cinématiques, en 'occurrence Fgyq = —@T olt O est
la vitesse instantanée du point matériel considéré. Il s’avere aussi que dans de nombreuses situations physiques ce type de
force, d’ordre 1 en la vitesse, modélise correctement I'effet de 'amortissement quelle que soit la source réelle de la dissipation
d’énergie.

Cela ne doit pas pour autant occulter la diversité des sources de dissipation. L'une d’elles en particulier nous intéresse dans
ce chapitre : les frottements solides. En fiche synthése nous rappelons les lois phénoménologiques d’Amontons-Coulomb et
insistons sur les écueils a éviter au concours, a I’écrit ou a I’oral, lorsque ce type de frottements est a étudier.

Dans les compléments nous nous concentrons d’abord sur la descrip-
. . . . Aux concours ...

tion microscopique du contact entre deux solides. Nous donnons en-

suite quelques éléments sur des différents mouvements possibles de Jusqu’en 2019 ce chapitre faisait I'objet d’une le-
deux solides en contact, notamment certains plus exotiques que I’ha- con de I'AEPC : « Contact entre deux solides.
bituelle translation d’un solide sur un autre. Enfin, nous détaillons Frottement. » En 2022 une lecon intitulée « Frot-
I’étude de l'oscillateur amorti par frottements solides et insistons sur tements » a été proposée et constitue aussi un
les différences avec l'oscillateur amorti par frottements fluides, ainsi sujet d’exposé a 'AIPC.

que les spécificités du traitement calculatoire de ce type de probléme.
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FICHE SYNTHESE

Le seul mouvement d’un solide sur un autre au programme
de CPGE est le mouvement de translation (on tire un solide
sur un plan horizontal, on pose un solide sur un plan incliné,
éventuellement on translate plusieurs solides les uns sur les
autres). Il est également possible de considérer les mouve-
ments de rotation autour d’un point fixe correspondant a
des situations de basculement (d’une échelle, d’une tartine,
etc.). Le premier enjeu de ’étude est alors cinématique : il
s’agit de décrire le mouvement relatif de deux solides.

> VITESSE DE GLISSEMENT

On consideére un solide § posé sur un support ¥ qui peut
étre fixe ou représenter un autre solide en mouvement et
dont la forme est a priori quelconque. Ces deux objets évo-
luent dans un référentiel & galiléen. Dans un premier temps
le contact est supposé ponctuel. A I'instant ¢, on considére
deux points coincidents : le point I appartenant au solide
S et le point I’ appartenant a ¥ (voir figure 3.1). Ils sont
confondus a 'instant ¢ mais éventuellement amenés a se sé-
parer aux instants ultérieurs.

N

>

FIGURE 3.1 — Points I € § et I’ € ¥ coincidant a I'instant ¢.

La vitesse de glissement a t de § sur ¥ est donnée par

B,(S/5) = Bl €8) - Ta(l' €3) |.

Lorsque S et 3 ne glisse pas I'un par rapport a l'autre les
points I et I’ coincident a tout instant ultérieur et on a
— rd 5 .

Uy = 0.On parle alors d’adhérence.

[> FORCE DE CONTACT

La friction des deux solides se fait a I’échelle microscopique.
La description précise de ces actions est délicate et fait 'ob-
jet du complément 3.1, mais on peut_l)es décrire macrosco-
piquement par une force résultante R de ¥ sur § qui s’ap-
plique au point de contact I et dont on cherche a préciser la
direction, le sens et la norme. Dans le modéle d’un contact
ponctuel, les actions de contact ont un moment nul en I.

1. Si ce n’était pas le cas il y aurait rupture de contact.

Attention : 0

Un contact ne peut avoir lieu sans un léger écrasement
de la zone commune ce qui donnera lieu a un moment
—>

Ao a priori non nul. Nous considérons cette confi-
guration au complément 3.2.

On décompose la force R subie par § en deux vecteurs :

—>
« T'un, noté N, est orthogonal au plan tangent aux so-
lides au niveau point de contact. Il caractérise le non-
encastrement du solide dans ¥ et est dirigé de 3 vers S *;

« lautre, noté —T; est dans le plan tangent au contact (donc
orthogonal & N) et caractérise la friction.

Les lois du frottement solide, énoncées ci-apres, portent sur
ces deux composantes.

[> Lol D’AMONTONS-COULOMB

Les lois d’Amontons-Coulomb, qui régissent le contact
entre solides, sont des lois phénoménologiques énoncées
par Amontons dés 1699 et précisées par Coulomb en 1785 2.

Lois d’Amontons-Coulomb ou « lois du frotte-
ment solide ».

On distingue deux cas selon la valeur de T,(S/Z).

- Si Ty(8/3) = 0,1l y a adhérence et on a

Ul

N
- SiTy(S/3) # 0, il y a glissement et on a
7]-£¥] & T wi6m <0

f; et f; sont deux coefficients caractérisant le contact
respectivement nommés coefficient de frottement sta-

tique et coefficient de frottement dynamique. Ils ne
dépendent que des corps en contact (matériaux, état
(lg surface, etc.) et sont indépendants de la valeur de
N (en particulier dans la plupart des cas usuels, de la
masse de §), de l'aire de la zone de contact entre les
deux solides et, le cas échéant, de la vitesse de glisse-
ment ®.

a. Le fait que fs et fz ne (%épet}dent pas de Ty nlest strjctement
valable qu’en premiére approximation mais ce sera systématiquement
vérifié dans les cas qui se présenteront au concours.

Dans le cas du glissement, 'inégalité T. ?g(S /%) < 0 traduit
=
que la composante T de la réaction du support dissipe de

2. Les travaux de Charles-Augustin Coulomb répondent au probleme de I’Académie datant de 1779 portant sur « le frottement et la roideur des cordes ».
L’enjeu est a I'époque de mieux comprendre le comportement des cordes et des poulies sur les navires marchands et militaires.
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Remarque

Dans le contexte du glissement cette idée est juste mais
elle peut occulter des situations dans lesquelles le frot-
tement est utile. Dans le cas de la marche a pied ou du
mouvement d’une voiture c’est le fait qu’il y ait adhé-
rence (donc frottement statique) qui permet de conver-
tir Paction mécanique en mouvement. D’autres situa-
tions exploitent aussi le frottement dynamique : polis-
sage, freinage, etc.

Insistons sur le fait que ces lois présentent une dichotomie
importante entre la situation de glissement et celle de non
glissement. Leur énoncé ne saurait se limiter a 'une des
deux situations. Par ailleurs il ne faut pas omettre qu’elles
portent sur les normes H?H et Hﬁ H et doivent étre complé-
tées par une réflexion physique afin de déterminer le sens
de T. Nous aurons I'occasion d’illustrer le raisonnement a
mettre en ceuvre dans les compléments de ce chapitre, no-
tamment 3.3.

> COEFFICIENTS DE FROTTEMENT

fs et f4 sont considérés égaux dans de nombreux problémes
de niveau CPGE, méme si en toute rigueur on a plutét f; = f;
comme en témoigne la table de valeurs 3.1°.

Manifestations expérimentales de f; < f;

Cette inégalité implique qu’il est plus facile d’entre-
tenir un mouvement de glissement que de lui don-
ner naissance. Par exemple, lorsqu’on déplace une ar-
moire, il est plus difficile d’initier le mouvement que
de la faire glisser ensuite. De méme, il est connu que
le freinage d’une voiture est moins efficace lorsque
les roues sont bloquées et glissent sur la chaussée.
Cela justifie 'utilisation généralisée des systémes anti-
blocage des roues, en allemand Antiblockiersystem qui
a donné 'acronyme commun « ABS ».

Matériaux | fs | fa |
Acier/Acier 0,2 0,1
Pneu/Route 0,8 0,65
Pneu/Route mouillée 0,8 0,3
Bois/Bois 0,5 0,3
Pneu de F1/Route 1,8
Caoutchouc/Acier 4

TABLE 3.1 — Ordres de grandeur de quelques coefficients de
frottement classiques.

Les valeurs présentées dans la table 3.1 ne sont en aucun
cas des valeurs exactes et doivent étre considérées comme
des ordres de grandeurs de f; et f;. En effet, la valeur exacte
de ces coefficients dépend de nombreux parametres et varie-
ront d’une expérience a une autre, méme avec des matériaux
identiques, selon I’état d’usinage des surfaces des solides,
leur état d’usure, ’humidité, etc. Aussi, bien que ce soit né-
gligé en premiére approximation, f; et f; peuvent dépendre
de la vitesse de glissement. Nous aurons 'occasion de pré-
ciser ces dépendances et les limites des lois d’Amontons-
Coulomb au complément 3.1. On pourra retenir que dans la
grande majorité des cas usuels f; < 1. Rien n’impose que ce
soit toujours le ca smais cette inégalité est essentiellement
mise en défaut pour des contacts travaillés industriellement
précisément dans I'objectif de maximiser I’adhérence.

La différence numérique entre f; et f; a son impor-
tance. Elle permet notamment d’expliquer les mouve-
ments « fixe-glisse ». Ce type de mouvement, commu-
nément étudié en CPGE, consiste en une alternance de
phases de glissement et de non-glissement. On pourra
par exemple se référer a la plupart des références de
deuxiéme année [CPGE2], en particulier [1].

3. Comme les lois d’Amontons-Coulomb, cette inégalité est phénoménologique. Elle ne se démontre pas a partir de principes fondamentaux de la physique,
si bien qu’il peut exister des situations dans lesquelles elle est mise en défaut. Par exemple pour les systemes de freinage ou les embrayages de voiture on cherche
généralement a avoir un coefficient de frottement qui croit lorsque la vitesse de glissement augmente.
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3.1 ANALYSE DES FROTTEMENTS SOLIDES A L’ECHELLE

MICROSCOPIQUE

Méme si le contact entre deux solides et parfois supposé
ponctuel ce n’est jamais le cas en toute rigueur et un fait sur-
prenant dans I’énoncé des lois d’Amontons-Coulomb est le
fait qu’elles ne dépendent pas de I’aire de la zone de contact*.
Cette observation peut s’expliquer en « zoomant » sur la
zone de contact et en étudiant les efforts a 1’échelle micro-
scopique. Cette étude a été menée par Bowden & Tabor dans
les années 1950 [2]. Nous en relayons ici les grandes lignes.

Conseil didactique

La lecture de ce complément nécessite d’avoir en
téte quelques notions de mécanique des solides défor-
mables. On pourra (re)lire le complément 7.4.

Nécessité d’'une description phénoménologique On
pourrait vouloir décrire microscopiquement le contact en
écrivant l'interaction (par exemple interaction de Van der
Waals) entre un atome du solide § avec chacun de ceux de
> et en sommant les contributions de tous les atomes de
S. Bien évidemment cela demanderait non seulement une
puissance de calcul phénoménale mais, méme en admettant
cela possible, une connaissance des interactions et de l'or-
ganisation des atomes a une précision inaccessible. Le pro-
bleme qui se pose est donc a priori trés complexe et une
description phénoménologique s’impose. Il est d’ailleurs re-
marquable qu'un probleme aussi compliqué a priori soit en
trés bonne approximation décrit par des lois aussi simples
que celles d’Amontons-Coulomb.

Dans la suite, nous cherchons a comprendre ces lois a par-
tir de considérations microscopiques en réalisant donc un
nombre important d’approximations et d’hypothése. Il n’est
pas question de prétendre les démontrer mais plutét d’en
comprendre les principales caractéristiques.

Surface réelle de contact La premiére idée de la modé-
lisation est de différencier l'aire de la surface géométrique
macroscopique « de contact » commune aux deux solides,
notée A et que I'on mesure aisément d’une part, et d’autre
part I’aire réelle du contact A, a I’échelle microscopique. Du
fait de la rugosité des surfaces considérées, I’aire A, est net-
tement plus faible que A. La figure 3.2, représentant une ru-
gosité exagérée, aide a s’en convaincre. Le contact entre les
deux solides est donc ramené a une série de contacts quasi-
ponctuels.

Surface macroscopique commune aux deux solides

S

Aire réelle de contact

FIGURE 3.2 — L’aire réelle de contact a I’échelle microsco-
pique est nettement plus petite que 'aire géométrique com-
mune aux deux solides a I’échelle macroscopique.

Déformation en compression Dans un premier temps
on considére que les deux solides sont simplement posés
I'un sur l'autre de sorte que les efforts imposés sont nor-
maux. On tient donc uniquement compte de la compression.
La déformation ¢ due a la contrainte normale oy (force par
unité de surface) imposée et donnée par la loi contrainte/-
déformation en compression dont la tendance est schéma-
tiquement représentée figure 3.3.

ON

>

£

FIGURE 3.3 — Relation contrainte/déformation en compres-
sion. oy est la contrainte normale exercée par unité de sur-
face et ¢ la déformation des solides S et ¥ associée.

Dans le cas qui nous intéresse la force verticale contrai-
gnant les solides I'un sur ’autre est macroscopique (c’est par
exemple le poids du solide supérieur) tandis qu’on a justifié
plus haut que la surface réelle de contact est microscopique.
La contrainte oy est donc trés importante de sorte qu’elle
doit étre absorbée par une multitude de contacts quasi-
ponctuels qui absorbent chacun au plus une contrainte P
(la « résistance » du matériau, notée R dans 7.4) une fois
dans leur régime plastique de déformation. P étant a priori
largement inférieur a oy on pourra considérer que tous les
contacts ponctuels ont atteint ce régime. L’équilibre macro-
scopique du solide impose ainsi N = P x A, soit P = N/A,.

4. Rappelons que méme si le contact est souvent supposé ponctuel ce n’est jamais le cas en toute rigueur.
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Contact de Hertz

Un contact dit « ponctuel » est toujours, en réalité, 1é-
gérement écrasé. La description de cet écrasement est
compliquée, en témoigne le résultat suivant a propos
du contact sphére-plan dit contact de Hertz [3].

F=0 F+0
contact déformé

contact ponctuel

Soit une sphere progressivement comprimée contre un
plan par une force F, I'enfoncement §, défini sur la
figure ci-dessus, est la différence entre le rayon de la
sphere et la distance réelle entre son centre et le plan.
En gardant une modélisation élastique, donc linéaire,
de la relation déformation/contrainte pour le solide
constituant la sphere, la relation entre F et § est don-
née, du fait de la géométrie, par

F 53/2 .

Ce contact est connu pour étre un systéme physique
dont le comportement est non linéaire, y compris aux
trés faibles déformations 6 « R.

Efforts de cisaillement, rupture Les micro-contacts
étudiés subissent des efforts si importants qu’on peut consi-
dérer qu’a ces endroits les deux solides « fusionnent ». Ap-
pliquons alors une action T parallele a la surface de contact
(typiquement on tire § sur un plan).

O'T‘

or

4

Xiim X

FIGURE 3.4 — Relation contrainte/déformation en cisaille-
ment. o7 est la contrainte tangentielle exercée par unité de
surface et x la déformation des solides. L’encart pointillé
rappelle comment est décrit le cisaillement.

Chaque micro-contact subit une contrainte tangentielle

or = T/A, sa déformation est donnée schématiquement
par la courbe de réponse contrainte/déformation en cisaille-
ment présentée figure 3.4. Contrairement a ce qui se passait
en compression, les contacts ne peuvent pas se déformer
notablement en cisaillement et cassent dés que la contrainte
appliquée devient supérieure a 7.

Considérons dans un premier temps que T est relativement
faible, c’est-a-dire que T / A, « 7. Alors la contrainte tan-
gentielle peut se répartir sur tous les micro-contacts en ga-
rantissant pour la majorité d’entre eux qu’il n’y a pas rup-
ture. Cette répartition tient jusqu’a ce que T atteigne une
valeur seuil de l'ordre de T = 7A, a partir de laquelle
les contacts ne peuvent plus absorber la contrainte et sont
obligés de rompre. Comme on a justifié précédemment que
A = N/P on a finalement :

T < %N lorsqu’il n’y a pas glissement

T . .
T= ?N lorsqu’il y a glissement.

On retrouve donc un comportement semblable a celui an-
noncé par les lois d’Amontons-Coulomb. On comprend
qu’effectivement ces lois ne dépendent pas de la surface
du contact puisque quelle que soit la surface disponible au
contact c’est la surface réelle A, qui joue un réle et celle-ci
varie en s’écrasant plus ou moins pour compenser exacte-
ment la contrainte normale. Enfin on relie le coefficient de
frottement aux propriétés intrinseques du solide déformable
sans considérations sur le contact en tant que tel.

Imbrication en dent de scie

Pour aller plus loin la référence [TLM] propose, en ap-
plication du chapitre 20, une description simplifiée de
I’échelle microscopique qui consiste a voir les deux so-
lides comme des dents de scie imbriquées qui bougent
I'une sur l'autre sans frottement. On trouve, pour la
mise en mouvement, une expression analogue aux
lois d’Amontons-Coulomb ou ’angle des dents de scie
tan a joue le réle du coefficient de frottement.

Coefficient dynamique, coefficient statique La mo-
délisation microscopique proposée ne permet pas de diffé-
rencier f; et f;. En revanche, on peut donner quelques pistes
pour interpréter I'inégalité f; < f..

« D’un point de vue microscopique, avant la rupture la
force a laquelle peuvent résister les contact dans un état
« fusionné » est plus grande qu’apres la rupture.

+ De plus, la mise en mouvement sur les aspérités microsco-
piques tend a soulever S, c’est-a-dire a lui appliquer une
force verticale vers le haut. La résultante de cette force
avec N est donc inférieure a N ce que I'on traduit, faute
de pouvoir I'expliciter au niveau microscopique, par un
coefficient de frottement plus faible que f;.

+ Enfin, lorsque le glissement a lieu il s’accompagne d’un
labourage qui « lisse » les surfaces a I’échelle microsco-
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pique et réduit les aspérités. Cela contribue encore a auto-
entretenir le glissement.

Limitations des lois d’Amontons-Coulomb  Cette des-
cription sommaire et largement perfectible permet d’en-
trevoir certaines limitations aux lois de Coulomb. En pre-
mier lieu, dés que la surface A, tend a rejoindre la valeur
de A, le raisonnement ne tient plus. C’est en particulier le
cas lorsque la charge est trop importante ou si les maté-
riaux sont trop mous. Dans ces cas les contacts s’écrasent
immédiatement. De plus la valeur des coefficients de frot-
tement dépend des propriétés mécaniques du solide sans
qu’on soit capable d’anticiper I'impact de 1’état de surface

ou du vieillissement du contact. On ne décrit pas non plus
Ihistorique du matériau qui adhérera plus ou moins selon
qu’il a été déja beaucoup éprouvé (ce qui rejoint I'idée du
labourage exposé juste au dessus).

Aux concours ...

Cette partie, qui pourra éventuellement servir a I'oral,
doit avoir au moins le mérite de faire passer un message
clair : aucune valeur tabulée de f; ou f; ne peut servir de
référence absolue car elles dépendent de I’état de sur-
face. Le seul moyen de les connaitre pour un contact
donné est de les mesurer systématiquement.

3.2  MOUVEMENTS POSSIBLES ENTRE DEUX SOLIDES EN CONTACT

On propose dans ce complément de passer en revue les dif-
férents mouvements possibles entre deux solides en contact.
C’est notamment I'occasion de rappeler quelles contraintes
s’appliquent a quels mouvements et de discuter des liai-
sons physiques entre différents systemes. Dans les cas qui
suivent le contact n’est pas supposé ponctuel du fait de la
géométrie des solides (pavé/plan par exemple) ou de I’écra-
sement du contact (sphere/plan notamment).

3.2.1  GLISSEMENT, BASCULEMENT ET POINT
D’APPLICATION DE LA REACTION DU SUPPORT

Considérons un pavé de coté a et hauteur h, de masse m,
pose sur un plan et tiré dans la direction u, par une force
F =Fu U, appliquée en M comme représenté figure 3.5. Le
frottement entre le pavé et le plan est ici caractérisé par un
unique coefficient f = f; = f;.

Te-T7. Y=
T Tu, P = —mgi,

FIGURE 3.5 — Le pavé est soumis a une force de traction
F = F7 u, appliquée en M, a son p01ds P appliqué en G
et a la réaction du support R=N+T appliqué au point I
dont la position exacte est inconnue a ce stade.

Glissement Commencons par appliquer au pavé le théo-
réme de la résultante dynamique :

md@=P+N+T+F

. . -
ie. m¥=-mgu,+Nu,-Tu,+Fu,

Selon %, 'absence de mouvement impose , Selon
U, il vient m& = -T + F et on distingue deux cas :

+ Soit il y a adhérence (ou non-glissement). On a alors x = 0
donc F = T. Dans ce cas, d’apres les lois d’Amontons-
Coulomb, on doit avoir T < fN. Cette situation ne peut
ainsi advenir que si F < fmg.

+ Soitil y a glissement. On a alors mx = —T + F. Dans ce cas
les lois du frottement solide imposent T = fN = fmg. On
aalors ¥ = —fmg+F et celane peut avenir que si F > fmg
d’apres le cas précédent ce qui garantit que ¥ > 0 et le
glissement a lieu dans le sens attendu des x positifs.

Point d’application de R Siles forces de contact s’ap-
pliquent sur ensemble de la surface commune au pavé et
au plan, comme nous lavons discuté au complément 3.1,
leur résultante R s "applique en un point I dont la position
n’est pas évidente.

Attention : o

Le point d’application d’une force est toujours le point
du systeme par rapport auquel la force n’exerce pas de
moment. Si la force est ponctuelle cela se démontre fa-
cilement : admettons qu’elle s’applique en O, alors

Mo(F)=00nrF =

Par exemple, le centre de gravité G d’un solide est le
point d’application du poids. C’est donc le point par
rapport auquel le poids n’applique aucun moment :
Ms(P)=70.

L’équilibre des forces étant vérifié, le point d’application I
de la force R (commun, donc, a T et N) est, par défini-
tion, le pomt par rapport auquel le moment de R estnul :

ﬂ/LI(R) = 0.0n peut alors déterminer la position du point
I en appliquant le théoréme du moment cinétique en I ol
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ANy = M(T)= 70 :
T, -
d—tl = 0 carle pavé est a Iéquilibre,

puis, d’apres le TMC,

—

az;
dt

A(P) + My (F) + My(T) + 4, (N)
=-(mgx-Fz)4,,

d’ou1 la relation définissant la position du point I :

x=F z/ mg .

Plusieurs remarques s’ imposent :

« Si on ne tire pas sur le pavé (F = 0), le point I est la pro-
jection de G sur la surface de contact.

« Si on tire sur la droite du pavé, le point d’application de
la force est a droite de G. Si on pousse (F < 0), le point
d’application est a gauche de G.

« Plus le pavé est lourd, moins le point d’application
s’écarte de la verticale de G.

Basculement Notonsenfinquesi|x| > a/2,le point d’ap-
plication I sort de la surface de contact entre les deux solides
ce qui est impossible. L’équilibre des moments est nécessai-
rement rompu et le solide bascule. La condition de bascule-
ment s’écrit
IF| _a
Lkl IO
mg
Cette condition peut étre vérifiée soit pour une force trop
grande, soit pour une force appliquée trop haut, ce qui est
conforme aux manifestations quotidiennes de cette situa-
tion. A 'inverse, cette condition est d’autant plus difficile &
remplir que le pavé est large (a grand) et lourd (m élevée).

Attention :

On pourrait penser que le coefficient de frottement f
ne joue pas de role dans la condition de basculement.
Cela n’est pas exact, car le role de f est caché dans les
hypotheéses : en effet, pour avoir F = T alors que le
pavé est immobile, on doit avoir |[F| = fN. Si la force
F dépasse cette limite avant de vérifier la condition de
basculement on aura glissement du pavé.

Remarque

Le méme raisonnement s’applique pour un pavé posé
sur un plan qu’on inclinerait progressivement.

3.2.2 ROULEMENT ET PIVOTEMENT

Le solide S peut aussi avoir des mouvements de rotation par
rapport a X. Lorsque la rotation se fait autour d’un axe du
plan de contact on parle de roulement tandis qu’on parle

de pivotement lorsque la rotation se fait autour de I’axe or-
thogonal au contact. On illustre ces deux mouvements sur
le cas intuitif d’'une sphére sur un plan figure 3.6.

Z A

pivotement C_| S

roulement

v Tﬂ’”

FIGURE 3.6 - Mouvements d’une spheére sur un plan.

Roulement sans glissement Dans le cas général, rien
n’empéche la sphére de glisser sur le support. Le mouve-
ment est alors une combinaison du roulement, glissement
et pivotement. C’est un mouvement compliqué et dont la
résolution est difficilement accessible mais qui ne se ren-
contre qu’a de rares occasions, la plus classique étant la
boule de billard sur sa table. Dans la trés grande majorité des
cas d’étude, on fait I'hypotheése supplémentaire de roule-
ment sans glissement c’est-a-dire qu’on impose T,(S/2) =
Dol €8) - Da(l’ €3) = 0. On est alors souvent dans le
cas représenté figure 3.7.

—
U, A

0

R

G

I 3>
- —
uy Ux

FIGURE 3.7 — Description cinématique d’une situation de
roulement sans glissement.

Cette hypothése a 'avantage d’imposer une condition ci-
nématique supplémentaire qui aide a clore le systéme. En
effet, on a Tx(l € S) = Tx(I’ € %) et le support étant
immobilﬁ U@(I’ €)= 0. Le solide étant en rotation de
vecteur Q = 0, on a, par composition des vitesses,

Ba(G) = Tal)+ GIA G
= U—RTIZ A éft’y,

d’ou la relation :

B(G/R) = ROT, |.
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Frottements de roulement et de pivotement En réa-
lité, le contact n’est pas rigoureusement ponctuel (il
s’écrase), de sorte qu’il s’_o)ppo_s)e éia mise en rotation de
la sphére parunmoment T' = T',+ T';. Le raisonnement est
parfaitement analogue a la décompositionde R = N + T
(voir figure 3.6) :

. ?n s’oppose au pivotement,

. ?t s’oppose au roulement.

De plus, des lois tout a fait similaires aux lois d’Amontons-
Coulomb peuvent étre écrites (voir [TLM]). Notamment, il
existe un couple minimal a appliquer a la sphére pour que
le mouvement de pivotement ou de roulement s’amorce.

Attention : 0

Dés lors que le contact est supposé ponctuel ces mo-
ments sont nécessairement nuls.

3.2.3  LIAISONS

Une liaison est un modele rendant compte d’un dispositif
qui met deux solides en contact en autorisant ou non cer-
tains mouvements relatifs ([Dict]).

« Lorsqu’on force un mouvement autorisé par la liaison on
peut transmettre un trés léger effort du fait des frotte-
ments. La liaison dissipe alors une puissance Pjiison-

+ Lorsqu’on force un mouvement relatif interdit par la liai-
son celle-ci transmet automatiquement tous les efforts de
translation et rotation, jusqu’a rupture éventuelle.

Une liaison est dite parfaite si Pyson = 0, autrement dit s’il
n’y a pas de frottement lors des mouvements relatifs auto-
risés. En général les frottements dissipent de Iénergie et on
a plutdt Pyson < 0. Etudions quelques exemples communs :

La liaison glissiére est la plus simple (quoique rarement
rencontrée dans les exercices). Elle autorise seulement la
translation selon I’axe de liaison et transmet tous les autres
efforts. Une liaison glissiere parfaite n’exerce pas de frotte-
ment lors d'un mouvement de translation suivant son axe.

La liaison rotule autorise toute les rotations autour d’un
point mais aucune translation. C’est par exemple la liaison
qui permet d’attacher un pendule & son support °. La liaison
rotule parfaite ne s’gppose a aucune des trois rotations de

— — - —
sorte que Pson = I - Q = 0 pour tout Q donc T' = 0.
Ainsi le moment résultant des actions est nul, mais pas leur
résultante elle-méme.

La liaison pivot est une réduction de la rotule et permet
la rotation autour d’un axe seulement. C’est la liaison qui
permet d’accrocher une roue a son support par g(emple. La
liaison pi\ﬁ)}t parfaite doit vérifier Pjon = T - Q = 0 mais
cette fois Q est restreint aux rotations autour de I'axe A de
la liaison de sorte qu’on conclut seulement I'y = 0.

Remarque

- —
Une liaison pivot avec I' - Q > 0, donc motrice, permet
de rendre compte du comportement d’'un moteur.

Ces trois liaisons, qui sont les plus classiques, sont repré-
sentées figure 3.8.

Laison glissiere d’axe A

Z

Liaison rotule au point A

A Laison pivot d’axe A

m

A~C—{ —

=

FIGURE 3.8 — Représentation schématique de trois liaisons.

5. En réalité la plupart des pendules n’ont pas leur trois rotations libres et son plutét reliés au support par une liaison pivot. On pourra préférer, pour exemple

de liaison rotule, I’attache d’une caravane.
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3.3  OSCILLATEUR AMORTI PAR FROTTEMENTS SOLIDES

Conseil didactique

L’intérét de cette étude est double. D’une part le sys-
téme en soi est pertinent car il peut étre présenté en
montage et modélise des phénomenes physiques réel.
D’autre part I'exemple est didactiquement intéressant
pour introduire I’étude d’une alternance de phases de
glissement et de non-glissement. Pour approfondir on
renvoie aussi a I’étude du « fixe-glisse » (voir notam-
ment [CPGE2, 1]).

L’étude des oscillateurs, menée au chapitre 2, doit étre com-
plétée par celle de 'oscillateur amorti par frottements so-
lides car changer la forme de I’amortissement modifie dras-
tiquement la phénoménologie et le traitement mathéma-
tique du systeme.

Dans ce complément un mobile parallélépipédique de masse
m est posé sur un plan et relié a un point de fixation par un
ressort de longueur a vide [, et de raideur k. Le contact entre
le solide et le plan est caractérisé par un unique coefficient
de frottement f (on identifie f; a f;). La position du mobile
est repérée par I'abscisse x du point d’attache du ressort,
x = 0 correspond a un ressort au repos (I = ). Ce systéme
est décrit figure 3.9.

" (k. k)
O | m
' lo tx Ux

FIGURE 3.9 - Situation étudiée dans ce complément.

3.3.1 PREMIERE PHASE DU MOUVEMENT
A D'instant initial ¢ = 0, le mobile est placé en x,. Les forces
qui s’exercent sur lui sont alors
. - -
« sonpoids P = -mgu,,
+ le rappel du ressort F= ~kxd,,

N
+ la résultante des actions de contact R décomposée selon
— - —
R=T+N.

-
Le contact est §arant1 siN = Nu,avec N > 0 et, a ce

e d . . . .
stade, onnote T = Tu, avec T de signe inconnu a priori.

Attention : 0

Insistons une derniére fois sur le fait qu’il est primor-
> —

dial de déterminer soigneusement le sens de N et T

pour ensuite écrire les lois de Coulomb sans erreur.

Le principe fondamental de la dynamique appliqué au mo-
bile dans le référentiel du laboratoire supposé galiléen

sp s /3 L — -
s’écrit immédiatement en projection sur u, et U, :
mx=-kx+T,
0=-mg+N.

La deuxiéme équation permet d’exprimer N = mg. La
premiére phase du mouvement dépend du rapport entre
la force de rappel et la composante tangentielle. Tant que
klxo| = fmg, c’est-a-dire |xp| < fmg/k on peut vérifier
linégalité |T| = k|x| = fmg = fN sans contredire la loi
d’Amontons-Coulomb sur le frottement statique : la situa-
tion d’adhérence persiste, le mobile reste immobile.

Cela permet d’énoncer le critére d’arrét de 'oscillateur du
systéme :

=0 et xe[-pp] ou p=¥. 3.1)

On constate donc que l'oscillateur peut s’arréter en un point
x # 0. On parle de plage d’arrét.

Incertitude de certains instruments de mesure

Cette plage d’arrét peut s’avérer problématique pour
un certain nombre de capteurs dont l'indicateur est
mécanique. Prenons pour exemple une balance dont
l'aiguille pointe une masse my lorsqu’elle s’arréte a la
position 6,. Lorsqu’on dépose une telle masse sur la
balance I'aiguille oscille briévement autour de 6, et in-
terrompt son mouvement en une position 6 qui peut
différer de 6, du fait de la plage d’arrét de l'oscillateur
a frottements solides.

Si au contraire |xp| > p, la force de rappel est trop forte pour
étre compensée par les frottements et le pavé entame une
phase de glissement. On change alors de cas d’application
des lois d’Amontons-Coulomb. Prenons pour fixer les idées
Xo > p (le ressort est étiré), alors le glissement s’effectue vers
la gauche avec x < 0. On a, d’apres lesdites lois,

?-?g=T5c'<0 donc T >0,
et |[T|=T=fN=fmg.
L’équation du mouvement est donc
mi¥=-kx+fmg ou X+ awix=fg, (3.2)

qui est ’équation d’un oscillateur harmonique de pulsation
W=k / m excentré. En effet, si la solution homogeéne reste
Xhom(#) = Acos(wyt + ¢) on doit lui ajouter une solution par-
ticuliére qui vaut xpa(f) = p = fg / @? . La solution générale,
satisfaisant aux conditions initiales x(0) = x; et x(0) = 0 est

x(t) = (%o — p) cos(awpt) + p,

de sorte que 'oscillation se fait de maniére complétement si-
nusoidale mais autour de p. Cette premiere phase, représen-
tée graphiquement sur la figure 3.10, est valable tant qu’il y
a glissement c’est-a-dire jusqu’au prochain point d’annula-
tion de la vitesse du pavé.
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Va b
Physique pour I'agrégation

Les concours interne et externe de l'agrégation de physique ont connu de récentes

évolutions (acceés a internet durant les épreuves orales, fin des listes de sujets au concours
externe...). Par ailleurs, les thémes de niveau de fin de Licence sont plus difficiles a
appréhender par les candidats ne disposant souvent que d’une littérature spécialisée.

Afin de répondre a ces deux problématiques, ce manuel propose un cours synthétique — reprenant
les notions indispensables — suivi d’une série de compléments aussi précieux pour les épreuves
écrites que pour les épreuves orales. En particulier, les fiches synthése seront tres utiles aux
candidats durant leurs révisions. Une bibliographie détaillée par chapitre permet d’identifier
rapidement les ressources complémentaires. Les sujets couverts vont de la physique classique
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