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CHAPITRE 1

Raisonnement et vocabulaire
ensembliste - Applications

Objectifs et compétences du programme

Capacités principales Méthodes Exercices
a maitriser associées associés
Modes de raisonnement 1-2 A-E
Ensembles - Inclusion - Parties 3 5-C
Image directe - Image réciproque 1-3-F
Injection - Surjection 4-5 2-3-4-B-D-F
Bijection - Réciproque 5 2-3-B-D

RAPPELS DE COURS

1. Ensembles

@ Définition 1.1.

1. Il existe un unique ensemble ne contenant aucun élément. Il s'agit de I'ensemble vide, noté @.
2. (a) Soient deux ensembles E et F.
On dit que E est inclus dans F et on note E < F si tout élément de E est élément de F.
On dit aussi que E est un sous-ensemble de F.
(b) Onditque E=FsiEcFetF cE.
On montre souvent une égalité d'ensembles par double inclusion.
(c) L'ensemble des parties d'un ensemble E est noté P(E).

Définition 1.2. Intersection - Réunion - Complémentaire

1. Intersection : si A et B sont deux parties de E, leur intersection, notée A N B, est I'ensemble des
éléments communs a A et B.

ANnB={xeE xecAetx € B}.

2. Réunion:si A et B sont deux parties de E, leur réunion, notée AU B, est I'ensemble des éléments
de E appartenant a I'un au moins des ensembles A et B.

AUB={x€eE xeAoux € B}.
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3. Complémentaire : si A est une partie de E, son complémentaire dans E, noté A (ou E\A ou A°),
est I'ensemble des éléments de E qui ne sont pas dans A.

A={x€E x¢A}.

4. Différence : si A et B sont deux parties de E, on appelle différence de A et B, et on note A\B,
I'ensemble des éléments de E qui appartiennent a A mais pas a B.
Onadonc:A\B =AnB.

Propriété 1.3.

Pour tout sous-ensemble Ade E,ANA=A, AnNE=AetANng = ¢@.
Pour toutes partiesAet Bde E,AnB =BnA.
Pour toutes parties A, B,C de E,An(Bn C) = (An B) N C (quel'onnote AnBnC).
Pour tout sous-ensemble Ade E,AUA =A, AUE=EetAu@® =E.
Pour toutes parties A et Bde E,AuB = BUA.
Pour toutes parties A, B, C de E,A U (BU C) = (AU B) U C (que l'onnote A U B U C).
Pour toutes partiesAet Bde ELANnBcAcAuUB.
Si A, B, C sont trois partiesde EEAcB=> (AnCcBnC)et(AuC c BuC(C).
Soient A, B, C € P(E). Alors :
e ANBUC)=ANBUMANC)
e AUBNC)=AUBNAUC)
10. Pour toutes parties A,Bde E,ona:An(AUB)=AetAU(ANnB) =A.
11. Pour tout ensemble E,E = @ et @ = E.

2. VAePE),A=A
13. VA,Be P(E),Ac B & BcA.

O 0O UTAWN

Proposition 1. 4. Lois de Morgan

Soient A, B deu_x parties de E. L
AlorsAUB=AnNnBetAnB=AUB.

Définition 1.5. Partition d'un ensemble

Soient E un ensemble, I = [[1; n]l et (E;);c; une famille de sous-ensembles de E.
e On dit que (E;);¢; est un recouvrement disjoint de E si :
- UE =E;
iel
-V,j)el?i+j=>EnE =g¢.
e Si, enoutre, pourtout i € I, E; # @, on dit que (E;);¢; est une partition de E.
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2.
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Définition 1.6. Produit cartésien

Soient E et F deux ensembles.
Le produit cartésien de E et F, noté E x F, est 'ensemble des couples (x, y), ol x est un élément
de E et y un élément de F.
ExF={x,y),x€E,y € F}.
Par exemple, (=5; ) est un élément de Z x R, car —5 € Z et & € R. Mais ce n'est pas un élément
deR x Z.
ATTENTION ['ordre est fondamental!! Le couple (x; y) n'est pas le couple (y; x).
Lorsque E = F, le produit cartésien E x E est noté E.
Plus généralement, le produit cartésien E x --- x E est noté E".
n fois

Propriété 1.7.

E, F sont deux ensembles; A;,A, c E, B c F.
Alors :
e (AJUA,)) x B= (A, x B)U (A, x B);
e (A,NA,) xB=(A, xB)n (A, x B).
On a les mémes résultats pour A x (B, N B,) ou A x (B; U By).

2.
2.1.

Applications

Définition - Opérations

Définition 1.8.

Soient E et F deux ensembles.
1.

Définir une application f de E dans F consiste a associer a tout élément x de E un unique
élément y de F.
Cet élément unique, noté f(x) est Iimage de x par f.
L'élément x est un antécédent de y par f.
E est I'ensemble de départ de f, F est son ensemble d'arrivée.
Une application f est entierement définie par la donnée de :
e son ensemble de départ E;
e son ensemble d'arrivée F;
e son graphe T, qui est le sous-ensemble du produit cartésien E x F défini par :

Vx € E,Aly € F,(x,y) € T (ainsi T = {(x, f(x)), x € E}).
Une application f = (E, F,T) est alors notée :

f: E — F
x — f)

L'ensemble des applications de E dans F est noté « (E, F) ou F~.

R ERRGEtEE RAPPELS DE COURS
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Remarque

o Il arrive que I ne contienne pas d’éléments (x, y) pour certaines valeurs de x.
On dit alors que f est une fonction de E dans F.
Le sous-ensemble E’ des éléments de E admettant une image par f estalors appelé ensemble de définition
de la fonction f.
f est alors une application de E’ dans F (tout élément de E’ admettant une image par f).

o Le nombre d’antécédents d'un élément y de F est variable. Celui-ci peut en admettre 0, 1,2 -+ ou une
infinité.

>

Définition 1.9. Restriction - Prolongements

Soient E, E', F trois ensembles, avec E' c E.
Soient alors f une application de E dans F et g une application de E’ dans F.
Si pour tout x de E’, on a: f(x) = g(x), on dit que g est la restriction de f a E' ou que f est un

prolongementde g a E.
Onnotealors g = f ..

Définition 1.10. Image directe - Image réciproque

Soient E, F deux ensembles, et f une application de E dans F.
On considére alors un sous-ensemble A de E et un sous-ensemble B de F.
1. L'image directe de A par f, notée f(A), est I'ensemble des images par f des éléments de A.

fA) ={fx),x €A}

L'image directe de A est donc un sous-ensemble de F.

2. L'image réciproque de B par f, notée f ! (B), est I'ensemble des éléments de E dont I'image par
f estdans B.

f7UB) = {x € E,f(x) € B}.

Cette notation f~! est dangereuse, car elle pourrait laisser & penser que f est bijective. Ce n'est
pas nécessairement le cas.f‘l(B) est 'ensemble des antécédents des éléments de B par f, que
f soit bijective ou pas.

Propriété 1.11.

Soit f une application de E dans F. Pour toutes parties A, A, de E, pour toutes parties B,, B, de F,
ona:

1. A) c Ay, = f(A)) € f(Ay).

2. BycB, = f'(B) c f'(B,).

3. f(A, UAy) = f(A)) Uf(Ay).

4. f(A, NAy)cf(A)) N fAy).

5 fUB,UB,) = f (B Uf'(By).

6. f1(B,NnBy) = f 1By NnfLB,).

10
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Définition 1.12. Composition

Soient E, F et G trois ensembles.
f est une application de E dans F, g une application de F dans G.

On note g o f, et on lit « g rond f », 'application de E dans G qui, a tout élément x de E associe
I'élément (g o f)(x) = g(f(x)) de G.
L'application g o f est la composée de f par g (ou composée de f suivie de g).

Remarques

1. Ilfauttoujours vérifier qu'une composition est possible, c’est-a-dire que l'ensemble d’arrivée de la premiere
application est inclus (égal convient aussi mais inclus suffit) dans I'ensemble de départ de la seconde.

2. Lordre dans lequel on compose les applications est essentiel. On n'a pas en généralg o f = f o g.

Définition 1.13. Fonction indicatrice d'une partie d'un ensemble

Soient E un ensemble, et A une partie de E.
On appelle fonction indicatrice de A, et on note 1, |'application définie sur E par :

1 sixeA
1]A(x)_{O sinon

Définition 1.14. Injection - Surjection - Bijection

Soient E et F deux ensembles et f une application de E dans F.
1. Ondit que f est injective (ou est une injection) si tout élément y de F admet au plus un (soit O
ou 1) antécédent dans E par f.
2. On dit que f est surjective (ou est une surjection) si tout élément y de F admet au moins un
antécédent dans E par f.
3. On dit que f est bijective (ou est une bijection) si tout élément y de F admet exactement un
antécédent dans E par f.

Proposition 1. 15.

e La composée de deux applications injectives est injective.
e La composée de deux applications surjectives est surjective.

Proposition 1. 16.

f € A(E, F) bijective & f est injective et surjective.

R ERRGEtEE RAPPELS DE COURS
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~.L
’!’ Définition 1.17. Bijection réciproque

Soit f : E — F une application bijective.
Pour tout y € F, il existe un unique x € E tel que y = f(x).
L'application qui, a tout y de F, associe cet élément x de E, est appelée bijection réciproque de f,
et notée fL.
Ainsi :
Y, y) eExF, y=fx) o x=f"@y).

f ! est elle aussi bijective, et admet pour bijection réciprogue (f~1)~* = f.

Exemple

fi: R - R}

X e; est bijective et admet pour bijection réciproque la fonction In.

Proposition 1. 18.

La composée de deux applications bijectives est bijective.
Sif:E — Fetg:F — G sont bijectives, alors g o f est bijective, et sa bijection réciproque est
donnée par :

o)t =fTlog™

METHODES

Retrouvez ici toutes les méthodes indispensables pour mieux appréhender les exercices et utiliser le cours.

Méthode 1. Utiliser un raisonnement par |I'absurde

Pour montrer qu'une proposition P est vraie, on peut montrer que sa négation est fausse (d’ot1 'im-
portance de savoir écrire la négation d'une proposition).
On suppose donc P est vraie, et on aboutit a une contradiction.

Montrer que \/5 ¢ Q.

Application de la méthode

On raisonne par 'absurde. On suppose donc que V2€eQ.
1l existe donc (p, q) € Z x N* tels que V2= s ().

Sachant que /2 > 0, on peut méme supposer que p € N*. On suppose l'écriture g, irréductible,

c’est-a-dire que p et g sont premiers entre eux.

12
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p?

On a dong, en élevant l'égalité () au carré, 2 = — & p* = 2¢° (x').
q
p? est donc pair. Montrons qu’alors p est pair.

Si, par 'absurde, p est impair, il existe un entier naturel k tel que p = 2k + 1. Alors p* = 2k + 1) =
4k? + 4k + 1 = 2(2k? + 2k) + 1 est impair : contradiction.

Ainsi, p est pair. Il existe donc un entier naturel (non nul) p' tel que p = 2p’.

(+") s'écrit alors 4p™ = 2q*> < g = 2p™ : q* est donc pair, donc (cela a déja été établi) g est pair.

p et g sont donc pairs : la fraction n’est donc pas irréductible. C'est une contradiction.

Lhypothese initiale est donc fausse : on conclut donc que \/5 ¢ Q.

Méthode 2. Utiliser un raisonnement par récurrence

e Onidentifie tout d’abord la propriété de récurrence que I'on doit établir (qui ne doit JAMAIS com-
porter Vn...).

e Oninitialise ('énoncé nous dit en général a quel(s) rang(s) le faire, selon la propriété a démontrer).

e On passe a 'hérédité. Attention : si vous ne voyez pas de lien vous permettant de passer du rang
n aurang n + 1, c'est peut-étre tout simplement qu'il ne s’agit pas d'une récurrence.
Par exemple, montrer que pour tout n € N, n®> + 1 = 0 ne nécessite pas de récurrence (et cest
évident, le carré d'un entier étant positif). Ne vous jetez donc pas sur une récurrence au moindre
«pour tout 7 ».

Montrer par récurrence que pour tout 7 € N, n° — n est un multiple de 3.

Application de la méthode

Posons, pour n € N, P, : n® — n estun multiple de 3.
o Initialisation: pourn = 0.
n® —n =0 - 0 = 3 x 0 est bien un multiple de 3 : P, est vraie;
e Supposons, que pour un entier naturel n fixé, P,, est vraie.
Il existe donc k,, € Ntel que n® — n = 3k,,.
On cherche donc & montrer que P, est vraie, c’est-a-dire que (n + 1)* — (7 + 1) est un multiple
de 3.
Or,(n+1°*-(n+1) = (P*+3n*+3n+1-n-1 = n®-n+3n*+3n = 3k, +3n*+3n = 3(k, +n’+n).
k, + n* + n e N,donc (n + 1)3 — (n + 1) estun multiple de 3 : P,,,, est vraie.
Finalement, on a bien établi que, pour tout entier naturel 7, n® — n est un multiple de 3.

Remarque
On peut améliorer ce résultat : pour tout entier n, n>—n = n(n®-1) = n(n - 1)(n + 1) estle produit
de trois entiers consécutifs. L'un est donc multiple de 3, et 'un au moins de ces entiers est pair.
n3 — n est donc un multiple de 6. On a méme :
o sin estpair, n° — n est un multiple de 6;
o sinestimpair, n® — n estun multiple... de 24 : en effet, dans ce cas, n — 1 et n + 1 sont deux entiers
pairs consécutifs. Lun est multiple de 2, 'autre est multiple de 4.

13
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Méthode 3. Pour montrerque E € Fouque E = F

1. Pour montrer que E c F : on consideére un élément quelconque de E et on montre qu'il est aussi
élément de F.
2. Pour montrer que E = F, on montre que E c Fetque F c E.

Soient E un ensemble, et A, B et C € P(E). Montrer que :
l.LAcB®A=ANB.
2. AnNBc(AnC)uBnO).

Application de la méthode

1. Cette proposition est une équivalence. On raisonne donc par double implication.
e = : cette implication est immédiate (faites un dessin!).
e <:Soitx € A.
PuisqueA =AnNB,x € AnB.
Ainsix € Aetx € B.
En particulier, x € B.
On a donc montré que, pour tout élément x de A, x € B : ainsi, A c B.
Par double implication, on a bien 'équivalence demandée.
2. Il faut montrer ici une inclusion entre ensembles. Le point de départ est habituel : soit x € A n B.
x €Aetx €B.
On a alors une disjonction de cas:
e 1°"cas:x € C.Onax € Betx € C,doncx € Bn C.Ainsi,x € (AnC) U (Bn C).
o 2!mecas:x ¢ C.
Alors x € C. Puisque x est aussi élémentde A, x € AN C.
Ainsi, x € AN C) U (Bn C).
Finalement, dans tous les cas, six e AN B,x € (An C) U (BN C).
On a donc bien I'inclusion demandée.

Méthode 4. Pour montrer qu'une application est (ou n'est pas)

injective/surjective

Soit f € A(E, F).

1. Pour montrer que f est injective : on prend x et x’ deux éléments de E tels que f(x) = f(x'), eton
montre que x = x’ (ainsi y = f(x) ne peut avoir plus d'un antécédent);

2. Pour montrer que f n’est pas injective : on trouve x et x’, éléments de E distincts et possédant la
meéme image par f;

3. Pour montrer que f n’est pas surjective : on trouve y € F n’ayant aucun antécédent dans E par f';

4. Pour montrer que f est surjective : on prend y € F quelconque, et on détermine un antécédent
de y dans E par f.

e’ -1
e*+1°

Soit f : R — R définie surRpar: Vx € R, f(x) =

f est-elle injective ? surjective ?
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Application de la méthode

1. Injectivité : soient x, x" deux réels tels que f(x) = f(x'). Ona:

ex_l e’—l ’ ’ '
= S +1) =" -DEe*+1) (e*+1+#0,e" +1+0)
e*+1 e¥+1

I r
oet—e" =e" —¢

X

o et =e"
ox=x (exp bijective)
Ainsi, f estinjective.
2. On étudie la fonction f, dont la dérivée est donnée par: Vx € R, f'(x) = % >0

f" est donc strictement croissante sur R.
Or, lim f(x) = —1.
X——00
Il en découle que —2, par exemple, n'admet pas d’antécédent par f : f n’est pas surjective.

Méthode 5. Pour montrer que f est ou n'est pas bijective

1. Pour montrer que f n'est pas bijective : on montre qu’elle n’est pas injective ou pas surjective (cf
méthode précédente);

2. Pour montrer que f est bijective :
(a) On choisit y € F, et on montre que cet élément admet un unique antécédent dans E par f;

(b) On montre que f est a la fois injective et surjective;
(c) On détermine la bijection réciproque f~!.

=l
Soit f I'application qui a z associe f(z) = =

z+1i
1. Déterminer 'ensemble de définition D de f.
2. Déterminer f (D).

3. f est-elle bijective de D dans f (D) ?

Application de la méthode

1. Tres simplement, et du fait du dénominateur,ona D = C — {—i}.
2. Naturellement, f (D) < C. Mais a-t-on f(D) = C? Soientz € D ety = f(2).

-1
y=f(Z)©y=—Z - o yz+i)=z-1
z+i

Syz+iy=z-1
Siy+l=z10-y) (E)

Arrivés a cette étape, on constate que, si y = 1 (ce qui donne 1 — y = 0), 'équation ci-dessus
équivauta i+1 = 0... ce qui estimpossible. Dans tous les autres cas, on peut terminer la résolution
et trouver y.
Ainsi, f(D) = C — {1}.
3. e Méthode 1: toute application est surjective de D dans f (D). Reste donc a établir I'injectivité.
Soientalors z, z’' € D tels que f(z) = f(').Ona:

ya
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z=1 z =1 ;. , .
= = - & (z-DE'+i)=(2 —-1)(z+1)
zZ+1 Z' + i z2#-i

siz-2 =iz -z
s (i+1D)(z-2)=0
oz=7

f estdonc injective, elle réalise donc une bijection de D dans f'(D).
e Méthode 2: on poursuit la résolution de (E).

. iy+1 .
Siy+#1,(E) © z = Vo1 (cequiaunsens...cary # 1).
Léquation y = f(z), pour (y, z) € f(D) x D admet donc une unique solution : f est donc une
bijection de D dans f (D).

ENTRAINEMENTS

Exercices d'entrainement

| EXERCICE 1 ®00 10 min

Soit f I'application définie de R dans R par f(x) = x?. Déterminer :

1. f(0;1]. 3. f-1;2D. 5. f7H(1;2D.
2. f(R). 4. f71(45h. 6. f71([-4;3).

2

Soit f la fonction définie de R dans R par: f(x) = i1

1
1. Résoudre f(x) = 7 Que peut-on en déduire?

2. Résoudre f(x) = 2. Que peut-on en déduire?
3. Déterminer une condition sur le réel a pour que I'équation f(x) = a admette des solutions dans R.

En déduire un intervalle  de Rpourqueg: R — ] soitsurjective.
x - fx)

4. Trouver unintervalle / deRtelqueh: I — ] soitbijective.
x - f(x)

. i 2x
Soit f : R — R définie par f(x) = T3
. Déterminer I'ensemble de définition de f.
. [ est-elle injective ? Surjective ?
. Montrer que f(R) = [-1;1].
. Montrer que la restriction g de f a [-1; 1] est une bijection.
. Retrouver ce résultat en étudiant les variations de f.

Gl = W -
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| EXERCICE 4 ®e0 15min

Soitf: R — C.

r o el
1. Quevaut, pour ¢ € R, |[f(¢)| ? Que peut-on en déduire?
2. f est-elle injective ?

Exercices d'approfondissement

Soit x,, -*+, x,, n nombres positifs, de somme nulle.
Montrer que ces nombres sont tous nuls.

00O 20 min.

Soient E, F, G trois ensembles.
On considere trois applications f : E — F,g : F — Geth: G — H tellesque h o g et g o f sont bijectives.
Montrer que f, g et h sont toutes trois bijectives.

@00 15 min.

Soient E un ensemble, et A, B et C € P(E).
1. AtonAuUB=AuC=B=C?
2. AtonAnNnB=ANnC=>B=C?

On consideére les applications f : N — N et g: N — N
0 sip=
n —~ n+l Stp . 0
p-1 sip=1
1. Etudier I'injectivité, la surjectivité, la bijectivité de f et g.
2. Explicitergofetfog.

000 15 min.
Soient A, B, C trois sous-ensembles d'un ensemble E.
AUBcAuUC
Montrer que = BcC.
ANBcANnC
00O 20 min.

Soit D I'application de R dans N qui a x associe :

{Osixe@

g six € Q, g étantle dénominateur positif de la forme irréductible de x

On conviendra que D(0) = 1.

1. D est-elle injective ? Surjective ? La restriction de D a Q est-elle surjective ?
2. Déterminer I'image réciproque par D de {1}.

3. Déterminer de méme D~ ([0; 1]).

<===m=mmmmmmmm=a
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CORRIGES

EXERCICE 1

De maniere générale, pour de tels exercices, il est de bon ton de construire le tableau de variations de la
fonction.

Mais, ici, la fonction carré est suffisamment connue pour qu'on s’en dispense.

1.

(3}

f étant croissante sur [0; 1], on a: f([0;1]) = [f(0); f(1)] = [0; 1].

Remarque
Cet argument de monotonie est fondamental. Pour vous en convaincre, cherchez I'image de [-3; 3] (indi-
cation : ce n'est pas {9}!).

. Cerésultat est bien connu: f(R) = R,.
. On «découpe » l'intervalle en intervalles ol f est monotone.

fU=1;2D = f([-1;0] U [0;2])
= f([=1;0D) U f([0;2])
=1[0;1] U [0;4] (fdécroissante sur[—1; 0], croissante sur[0; 2])
=1[0;4]

L) = e R x? =50 = (/51 \/5)
NG 2D = e R x% e (1520 =) - v/2;-1] U [1; V2L

F7-4;3) = £ ((-4;0[ U [0;3])
= ([-4;0D U f'([0;3)
=@ U |- \/5; \/5[ (un carré est toujours positif)

=1-/3;V3I

EXERCICE 2

1.

f(x):i©4(1—x2):x2+l

3
@—5x2=—3©x2=g

\/5
< x=zx\=
5

1 1
Léquation f(x) = 1 admet deux solutions distinctes, n admet donc deux antécédents dans R par f : f n’est
pas injective.
Remarque

Létude de la fonction f nous aurait également mené a ce résultat, mais cette étude sera I'objet d'une ques-
tion ultérieure.

1
Celle-ci éclairera le choix de la valeur 1 pour établir la non-injectivité.
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1
f=2e1-x*=2*+1) e -3x*=1ox*= -3 Impossible
L'équation f(x) = 2 nadmet pas de solution dans R, 2 n’admet donc pas d’antécédent dans R par f : f n'est

donc pas surjective.
Naturellement, f n’est donc pas bijective.

Remarque

Le caractere bijectif de f est la conjonction des caracteres injectif et surjectif. Pour que f ne soit pas bijec-
tive, il suffit donc qu’elle soit non injective ou non surjective. Ici, il se trouve que f n’est ni I'un ni l'autre.
C’est plus que ce dont on avait besoin.

Soita € R.
fy=ael-x*=akx*+1)
o@+x*=1-a
Sia = —1,'équation n’a pas de solution (on obtient 0 = 2). Sinon, on peut diviser par a + 1. On obtient :
l-a
2
X)=a & x° = .
f l1+a

; . ) . . a
Cette equation na de solution que s1 T+
a

> 0. Une rapide étude de signe (avec ou sans tableau) nous

donne:a €] - 1;1].

Ainsi, I'équation f(x) = a n’a de solution que si a €] — 1; 1]. Seuls les éléments de cet intervalle ont des
antécédents dans R par f.

On peut donc choisir J =] — 1; 1] (ou tout autre intervalle inclus dans celui-ci) pour que g soit surjective.

4. f estvisiblement paire (pour tout réel x, f (—x) = f(x)). Ceci nous invite a envisager de considérer I = R,.

Ceci est confirmé par le fait que la recherche d’antécédents par f se raméne a une résolution d’‘équation du
type x> = k. Les solutions, lorsqu'il y en a, sont opposées. En ne considérant que les solutions positives,
on obtient bien a chaque fois une unique solution :

h: R, — ]-1;1]estbien bijective.
x - fx)
Remarque

On aurait tout a fait pu choisir I = R_. Et si on avait choisi non pas J mais un intervalle inclus dans J a la
question précédente, il aurait fallu adapter I en conséquence.

EXERCICE 3

1. Le seul probléme potentiel est lié au dénominateur, or celui-ci ne s'annule pas sur R. Ainsi, Dy = R.

2.

o Commengons par l'injectivité : soient x, x' € R tels que f(x) = f(x).
2x 2x’
f(X):f(x’)Qm:W

s2x(l+xM) =21 +x?) A+x*#0,1+x%%0)
ox—x+xx?-x'x*=0

ox—x—-xx'x-x)=0

e x-xNY1-xx")=0

La condition x = x' apparait, sans surprise. Mais il y a une autre possibilité : lorsque xx' = 1.

1
Calculons alors f(2) et f (5)

4 4 1 1
1+

1+22
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1 1
f@=f (5), alors que 2 # 3 : f n’est pas injective.
e Soita € R.
fx)=a e ax*-2x+a=0.
Le discriminant de cette équation est A = 4(1 — a?). Léquation n’a donc de solutions dans R que si :

1-a?=20o -1<ac<]l.

Par conséquent, 2 n'admet pas d’antécédent par f : f n’est pas surjective.
2x

3. Pourtoutx eR, (x —1)> 20 & 2x < 1 + x° <1.

1+x2>0 1 + x2
On montre de méme que, pour toutréel x, f(x) = —1.
Ainsi, pour tout réel x, f(x) € [-1;1] :onadonc f(R) < [-1;1].
Or, on a vu dans la question précédente que, si a € [-1; 1], 'équation f(x) = a a des solutions dans R.
Ainsi, six € [-1;1],x € f(R).
Par double inclusion, on a bien : f(R) = [-1;1].
4. Puisque f(R) = [-1;1] et g = f_;,;;, considérons a € [-1;1].
fx)=a e ax*-2x+a=0.
Les solutions de cette équation, de discriminant positif, sont :

_ g2
X, = w =1+V1-a? etx,=1-V1-a?

e Sia =1:x, =x, =1,'"équation f(x) = a admet une unique solution dans [-1; 1] (qui est 1).

e Sia # 1:x; > 1ne convient pas (on cherche une solution dans [-1; 1]), et x, € [0; 1[ convient.

Ainsi, tout élément a de [-1; 1] admet un unique antécédent par g dans [—1; 1] : g est bijective.
5. Lafonction f est dérivable sur R, en tant que quotient de deux fonctions dérivables sur R, le dénominateur

ne s’y annulant pas.
2(1+x%) - 2x(2x) _ 2(1 - x?)

(1 + x2)?2 S+ a2)2’

Cette dérivée est du signe de (1—x?), c’est-a-dire positive sur [-1; 1], et négative sur ] —oo; —1] et sur [1; +ool.
On a donc le tableau de variations suivant :

Onaalors:Vx € R, f'(x) =

X —00 -1 1 +00
Signe de f’ - 0 + 0 _
- 0 1
Variations
-1 0

D’apres le tableau de variations :
F®) =f(-o00;-11U[-1;1] U [1;+o0l)
=[-1;0[u[-1;1] U [0;1]
=[-1;1].

g estcontinue (car dérivable) et strictement croissante sur [-1; 1] : elle réalise donc une bijection de [-1; 1]
dans g([-1;1]) = [-1;1].

20
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EXERCICE 4

Notons qu’ici, la fonction est a valeurs dans C : il est donc impossible d’assurer I'injectivité avec un argument
du type f est strictement monotone, cette notion n’ayant pas de sens pour une fonction a valeurs complexes.
1. Soitt € R. |f()| = |e%| = 1.
Puisque I'image de n’importe quel réel par f a pour module 1, on en déduit que tout complexe de module
différent de 1 n’admet pas d’antécédent par f dans R.
Par exemple, 2 n"admet pas d'antécédent dans R par f : f n’est donc ni surjective, ni bijective.
2. Est-il besoin de construire le cercle trigonométrique pour répondre ?
f(0) = f(2m) = 1: f n'est pas injective.

EXERCICE A

Lexercice n’est pas difficile, voire intuitivement évident (mais une intuition ne constitue pas une démonstra-
tion), mais permet de manipuler le raisonnement par 'absurde.

En outre, il sera fort utile en fin d’année, lors du chapitre 20. Espaces préhilbertiens.

Supposons par 'absurde que I'un des nombres x, ---, x,, est non nul.

Quitte a échanger l'ordre de ces nombres, on peut supposer qu’il s’agit de x;.

On adonc x; > 0.

Deslorsx; + -+ +x, =0 x; = —(Xy + - + Xx,,).

Le membre de gauche de cette égalité est strictement positif, celui de droite négatif ou nul : contradiction.

1l est donc impossible qu'un des nombres x,, -+, X,, soit non nul.

Ainsi, x; = x, = - =x, =0.

EXERCICE B

Ceci est un exercice de cours « déguisé ». Cela ne dispense pas de le rédiger convenablement.
Puisque, i o g est bijective, elle est en particulier injective. Ainsi, g est injective.

En effet, si x, x’ € F vérifient g(x) = g(x"), alors (h o g)(x) = (h o g)(x").

h o g étant injective, on en déduit x = x'.

De méme, puisque g o f est bijective, elle est surjective, donc g est surjective.

Eneffetsiy € G, il existe x € Etelquey = (g o f)(x), g o f étantsurjective.

Posons alors z = f(x) :

e zeF;

e gl =y

Il existe donc z € Ftelque y = g(z): g estsurjective.

Finalement, g est injective et surjective, donc bijective. Notons g~ sa bijection réciproque.
h=ho(gog™) = (hog)og'estlacomposée de deux applications bijectives : 1 est bijective.
Deméme, f = g~! o (g o f) est bijective, en tant que composée de deux applications bijectives.
On a donc bien établi que f, g et h sont toutes trois bijectives.

EXERCICE C

1. Non. Il suffit de considérer C = A U B. Dans ce cas,
AuC=AUAUB)=AUB,

et C # B en regle générale (question a toi, ami lecteur : a quelle condition A U B = B?).
Plus généralement, il suffit que C «apporte a I'union » ce qu’apporte B, c’est-a-dire B\A.
Toute partie C de la forme C = (B\A) U C', C' < A, convient.

En effet, dans ce cas :

AUC=AU(BAUC)=AU(BNAUC)=AUC' UBNA) =AU(BNA) =AUB.

21
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2. Non. Il suffit de choisir C = A n B. _
Plus généralement, toute partie de la forme C = (A n B) U C’, ou C’ < A, convient.
Onaalors:ANC=ANn((ANnBUCY=ANANB)UANCY=ANBUP=ANB.

EXERCICE D

1. « VneN,f(n) =n+1=1>0.Ainsi, 0 n'a pas d'antécédent par f : f n'est pas surjective.
Enrevanche, si n et n’ sont deux entiers naturels tels que f(n) = f(n'),onan+1=n'+1,doncn = n'.
f estfinalement injective, mais non surjective, donc non bijective.
e g(0) = g(1) = 0: g n’est donc pas injective, et donc pas bijective.
SoitpeN.g(p +1) ;l p+D)—-1=p.

Tout entier naturel p admet un antécédent par g : g est surjective.
2. Soitp € N.

¢ (g N)p)=g(f(p) =glp+1) =p.Ainsi, g o f = idy.

e Pour f o g, ilyaune disjonction de cas:
-Sip=0:(fog)p) = (f8)0) =f(g) =f(0)=1;
-Sipzl:(feg)p=fgp)=flp-D=p-1+1=p.

Notons qu’alors i = f o g n'est ni injective (2(0) = h(1) = 1), ni surjective (0 n’a pas d’antécédent par h

dans N), alors que g © f est bijective.

EXERCICEE

Le point de départ est habituel pour établir une inclusion d’ensembles : soit x € B.
Puisque BcAuBcAUC,xe€AuUC.
Deux cas se présentent alors :
e Premiercas:x € A
Danscecas,x € Aetx € Bdoncx € AnB.
Or,AnBcAnC.Onadoncx € An C.En particulier, x € C.
e Deuxiemecas:x ¢ A
Dans ce cas, x € A U B (puisque x € B).Or,LAUBcAuCdoncxe€ AuC.
Puisque x ¢ A,x € C.
Ainsi, dans tous les cas, six € B, alors x € C:onadoncbien B c C.

EXERCICEF

1. o eetm ¢ Q.Ainsi D(e) = D(x) : D n'est pas injective.
e Soitn € N.
- Sin =0:n = D) (par exemple);
1
-Sin+0:n =D(—).
n
Ainsi, tout élément de N admet un antécédent par D : D est surjective.
« Sion considere larestriction de D a G, 0 n’admet pas d’antécédent (les seuls antécédents de 0 par D étant
les irrationnnels) : cette application n’est pas surjective.
2. D'({1) = x e R D(x) = 1}.
Ces réels sont donc forcément des rationnels, 'image de tout irrationnel étant 0.

Ainsi, D' ({1}) = {x € Q,D(x) = 1} = {?,p € z} =7

22
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3. Puisque D ne prend que des valeurs dans N :
D'([0;1]) = D" (fo} U {1})
=D (fohu D (1)
=R-QuUZ

Sujets de colle

Soient E un ensemble et p : E — E vérifiantp o p = p.
Montrer que p estinjective < p est surjective © p = idj.

Soient A et B deux parties non vides d'un ensemble E.

Soitf: PE) — (P(E))?
X — (XUAXUB)

1. Montrer que f n’est pas surjective.
2. Montrer que f injective © AN B = @.

CORRIGES

00 30 min.

000 30 min.

Notons (1), (2), (3) les trois propositions dont on veut montrer qu’elles sont équivalentes.

o (1) = (2):Soity € E.p(y) = p(p().
p étant injective, on en déduit que p(y) = y.

y admet donc un antécédent dans E par p (qui est y, mais c’est sans importance ici) : p est surjective.

e (2) > (3):Soity € E.
p étant surjective, il existe x € E tel que p(x) = y.
Deslors, p(y) = p o p(x) perep px) =y.
Finalement, pour tout élémenty de E, p(y) =y : p = idg.
e (3) = (1): évident ('application idy est méme bijective).

23
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» Conseils du prof:

Cet exercice n’est pas simple, et peut vous déstabiliser.

Mais étre déstabilisé ne signifie pas ne rien faire. Il ne faut donc laisser aucun doute a 'examinateur (ou au
colleur) : vos difficultés viennent de l'exercice, non de votre connaissance insuffisante du cours.

Dong, si vous étes bloqués, montrez au moins que les définitions des notions intervenant dans l'exercice sont
connues : ici, vous devez savoir comment on montre qu’une application est injective ou surjective (méthode
3) ou comment on montre une équivalence.
1. On cherche un élément de (P(E))? n'admettant pas d’antécédent dans P(E) par f.

Considérons alors le couple (@, @).

fX)=(@,0) e XUA=XUB=g.

Ceci est impossible, saufsiA = B = X = @, ce qui est exclu.

Ainsi, f n’est pas surjective.

Remarque
Tout couple du type (A’, B), o A" est une partie de A, incluse strictement dans A et/ou B’ est une partie de
B, strictement incluse dans B, aurait fourni un contre-exemple.

2. Onraisonne ici par double implication.
e «<:Soient X, X' € E telles que f(X) = f(X").
AlorsX UA=X"UAetXUB=X"UB (%).

On en déduit: X=Xug=XU(AnNB) (parhypothese)
=XUAnXuBb)
=X'uA)nX'uB) (dapres(*))
=X'UANB)
=X'ug
= X’

Dés lors, f est bien injective.

°* =

D’une part, f(®) = (9 UA; @ UB) = (A;B).

D’autre part, f(ANB) = (ANB)UA;(AnB)UB) = (4;B).

[ étant injective, on en déduit: A N B = @.

On a donc bien : f injective © AN B = @.
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CHAPITRE 2

Sommes et produits - Inégalites dans R

Objectifs et compétences du programme

Capacités principales Méthodes Exercices
a maitriser associées associés
Sommes et produits d'une famille finie de nombres réels - Sommes et
o . . 1-2-A-B-C-H
produits télescopiques - Changements d'indice
Sommes doubles 1 F
Inégalités dans R - Relation d'ordre - Intervalles - Valeur absolue 2-4 3-D-G
Partie entiere d'un nombre réel 3 E

RAPPELS DE COURS

Sommes et produits

Sommes
Proposition 2. 1. Sommes
1. Soit n € N*.
n
La somme des n nombres (ou vecteurs) x; + -+ + x,, est notée Y x;.
k=1
p
On a également : Y Xp =Xy + -+ x, (Somme comportant p — m + 1 termes.)
k=m
p p
2. lindice estmuet: ) x; = ) x;.
k=m j=m
3. On peut effectuer un changement d'indice.
10 11
Par exemple, enposanti = k+ 1,ona: Y (k+1)?* =) i*
k=1 =2
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Proposition 2. 2. Sommes classiques

1. Y 1=n
k=1

z n+l sig=1
2. Somme des termes d'une suite géométrique: Y g¥ =4 1 - g™ i1
= —7— sig
l-q

3. Soitn e N*.Ona:
nn+1)2n+1)

n(n+ 1) ik2= -

k=1 k=1

Propriété 2.3.

p )
1. Factorisation : Soient A e Cetm < p e N. Alors ) Ax; =1 ) x;.

i=m i=m
On peut donc "sortir” un facteur s'il ne dépend pas de I'indice de sommation.

P P P
2. ) X+ Yy = Y (xx +y) :on peut donc “regrouper” des sommes pour peu que I'indice

k=m k=m k=m
de sommation varie entre les mémes bornes.

3. Sommes télescopiques :

P
Soientm < p €N.Ona ) (Xgyy = X)) = Xpi1 = Xy
k=m

Produits
Proposition 2. 4. Produits
1. Soit n € N*. "
Le produit de n nombres complexes x,, ---, x,, est noté l_[ X
k=1

n
2. Leproduit classique: [] k =1 x 2 x --- x n = nl. Le nombre n! est appelé factorielle de n.
k=1

Par convention, 0! = 1.

Propriété 2.5.
Soient m, p deux entiers naturels, avec m < p, xo, =, X, o, =+, ¥ € C. Alors
p p
1. Factorisation : [] Ax; = A7 [] x;.
k=m k=m
p P P
2. T % [T we = TT %
k=m k=m k=m
SIS - . . X _ Xpn
3. Produit téléscopique : si pour tout i de {m, -+, p}, x; # 0, alors ]_[ —_ =
i=m Xi Xm

n n
4. Transformation de produits en sommes : si l'on suppose les x; > 0,ona:In[[x; = ) Inx;.
i=1 i=1
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Sommes doubles

Propriété 2.6. Sommes doubles : interversion, effet sur les indices

Soit (u; ;) une famille de nombres complexes dépendant des deux indices i et j.

n n n n
LY Uij = Z,Z,ui,j = Z;u”

1<i,jsn i=1j=1 J

l<i<j<n i=1 i=1j=i
n-1 n n j-1
3 Uij = IR TEDIONY
l<i<j<n i=1 j=i+1 Jj=2i=1

Formules de Bernoulli - Coefficients binomiaux - Binome de Newton

Proposition 2. 7.

1. Soienta,b € Cetn € N.
Ona:

a®"-b"=(a-b)@a"'+a" b+ +ab™*+b" "

n—-1
=(a-b) ) akp" 'k
=0
2. Cas particuliers :
o Pour n = 2: pour tous complexes a, b, a?> — b* = (a — b)(a + b).
o Pour n = 3 : pour tous complexes a, b,a® — b3 = (a — b)(a® + ab + b*) et a® + b® =
(a + b)(a* - ab + b).

Proposition 2. 8. Coefficients binomiaux

1. Soient n,p € N.
n
Le coefficient binomial ( ) désigne le nombre de branches comportant p succés dans la répé-
p

tition de n épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes.
n!

n
e Si0<n=<p, = —
p(p) p'(n - p)!
n
-Sip<n,()=0
p

2. Propriétés

e -

o P, : Symétrie.Si0 < p < n, ( ):( )
p n-—p

= —1
e P;: Triangle de Pascal.Sil < p < n, (Z) = (n ) + (np )

27

R ERRGEtEE RAPPELS DE COURS

=== mmmmmmmmm ===



Mathématiques PCSI/PTSI - Entrainement intensif

Théoréme 2.9. Formule du binome de Newton

n
Va,beC,V¥neN,(a+h)" =Y (Z)akb"‘k.
k=0

Conséquence 2.10.

Cas particuliers :
e Pourn =3,0na:Va,beC,(a+b)?=a’+3a’b+3ab* + b
e Pourn=4,0na:Va,beC,(a+b)?=a*+4a®b + 6a*b* + 4ab® + b*.
o On a également, pour tous complexes a, b
(a—b)® =a®—-3a’b +3ab? — b et (a — b)* = a* — 4a®b + 6a’b? — 4ab® + b*.
Les coefficients intervenant dans (a + b)" peuvent étre obtenus a I'aide du triangle de Pascal.

Inégalités dans R - Valeur absolue - Partie entiére d'un
nombre réel

Manipulation des inégalités

R est muni d’'une relation d’ordre, notée <.

Elle vérifie les propriétés suivantes :
o <est réflexive: Vx e R, x < x.
o <est antisymétrique:Vx,yeR, (x <y et y<sx)=>x=y.
o <est transitive : Vx,y,z€R, (x<y et y<z)=>x=<2z.

Proposition 2. 11.

Soient a, b, c € R.
1. Sia < b,alorsa+c<b+c.
2. Si,enoutre, ¢ = 0, alors ac < bec.
En revanche, sic < 0,ac = bc.
3. Sia, b, c,d sont 4 réels positifs tels que a < b et ¢ < d, alors ac < bd.

Remarque

1. Attention, on ne soustrait jamais des encadrements! Pour encadrer une différence, on encadre le premier
terme, 'opposé du deuxieéme, et on ajoute.

2. Le deuxiéme point souléve un probleme délicat : il faut étre tres attentif lorsqu’on multiplie une inégalité
par un nombre. Si celui-ci est de signe constant, positif ou négatif, on sait comment procéder. Lorsque ce
nombre n’est pas de signe constant (par exemple x), il faut effectuer une disjonction de cas, selon que ce
nombre est positif ou négatif.

28



Chapitre 2. Sommes et produits - Inégalités dans R

Valeur absolue d'un nombre réel

@ Définition 2.12.

Soit x € R.
La valeur absolue de x, notée | x|, est le nombre réel défini par :

X Si x=0
[x] = ;
—X sinon

Proposition 2. 13.

Sur une droite graduée d(O; 7), si A et B ont pour abscisse respective x, et xp, alorsAB = |xp—x,|.

R ERRGEtEE RAPPELS DE COURS

Propriété 2.14. Régles

Soient x, y € R. Alors :

1. x| = 0.

VxZ = |x].

x < |x|.

x| =0 x =0.

[ —x| = |x|

x| =lyl & y=xouy=—x.

|xy| = |x|ly]. On en déduit par récurrence: Vn € N, |x"| = |x|".

N U W

‘_1

e
1yl

X

y

_xl

8. Siy+0, = —,
4 1yl

=== mmmmmmmmm ===

Propriété 2.15.

1. Sia>0, |[x|<ae x€el[-a;al ® —-a<x<a.
2. Inégalité triangulaire : pour tous réels x et y,

o [x+yl=Ix|+lyl

o |x—yl=Ix|+Ilyl

Partie entiére d'un nombre réel

@ Définition 2.16.

Soit x € R.
On appelle partie entiére de x, et on note |x], le plus grand entier relatif inférieur ou égal a x, c'est-
a-dire vérifiant :

VxeR, |x]<x<|x]+]1.

Exemples

7] =3et|-3,1] = —4.
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Remarque
On a également, pour tout réel x, 'encadrement: x — 1 < [x] < x.

Selon que la question posée porte sur x ou sa partie entiere, on utilisera plutot I'un ou l'autre des deux
encadrements.

Parties majorées, minorées, bornées de R - Borne supérieure

Majorant - Minorant

@ Définition 2.17.

Soit A une partie de R.
1. Ondit que M est un majorantde AsiVa € A,a < M.
On dit alors que A est majorée.
Une partie de A est dite majorée si elle admet un majorant.
2. Ondit que m est un minorantde A siVa € A, a = m.
On dit alors que A est minorée.
Une partie de A est dite minorée si elle admet un minorant.
3. Une partie A de R est dite bornée si elle est a la fois majorée et minorée, c'est-a-dire s'il existe
deux réels m et M tels que :
YaeA, m=<sas<M.

On peut aussi montrer que A est bornée s'il existe K € R tel que, pour tout a € A, |a|K (natu-
rellement, K = 0).
En outre, ce critéere est aussi valable dans C (et sera I'an prochain généralisable aux espaces
vectoriels normés).

Exemples

1. A = [0;2[ estbornée, car minorée par 0 et majorée par 2.

1
2. B= {—, neN” } est minorée par 0 et majorée par 1 (donc bornée).
n

1
3. C= {—, x €1]0; 1]} est minorée par 0, mais n’est pas majorée.
X

4. Rn’est ni majoré, ni minoré.

Remarque

Une partie majorée admet une infinité de majorants. En effet, si M est un majorant de A, tout réel supérieur
ou égal a M l'est également.

Par exemple, si A = [-2;1], 1 est un majorant de A... 27 aussi! Bien entendu, ce n’est pas le « meilleur » des
majorants, mais dans certaines situations, avoir un majorant suffit, sans qu’on ait a optimiser ce choix.
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Intervalles de R

Proposition 2. 18. Les intervalles bornés de R

Les divers intervalles bornés de R sont de la forme :

1. [a;b], a, b € R. On parle d'intervalle fermé ou de segment [a; b].
2. [a;b[ou]a;b], a, b e R On parle d'intervalle semi-ouvert.

3. ]la;b[, a, b € R. On parle alors d'intervalle ouvert |a; b|.

Proposition 2. 19. Les intervalles non bornés de R

Les divers intervalles non bornés de R sont de la forme :
1. [a;+o0] ou |—0c0; b], a, b € R. On parle d'intervalle fermé.
2. la;+oo[ ou |—oc0; b, a, b € R. On parle d'intervalle ouvert.

Plus grand élément, borne supérieure - Plus petit élément, borne inférieure

R ERRGEtEE RAPPELS DE COURS

Définition 2.20.

Soit A une partie de R.
1. On dit que M est le plus grand élément de A, et on note M = max(A) si M € A et

VxeA x <M.
2. On dit que m est le plus petit élément de A, et on note m = min(A) sim € A et

Vx €A, x = m.

Exemples

1. A = [-1;2] admet pour plus petit élément —1 et pour plus grand élément 2.
2. A =]-1;2[ admet pour minorant —1, mais —1 n’est pas un plus petit élément puisque —1 ¢ A.
Reste a établir qu’il n’y a pas un autre élément de A qui soit le plus petit élément de A.

Six > —1 estle plus petit élément de A, alors x est un minorant de A.
-1+x

=== mmmmmmmmm ===

Or, sion pose y = ,ona:

e —1<y<2doncyc€A;
o y<Xx.
Ainsi, x n’est pas un minorant de A.
—1n’est pas le plus petit élément de A et si x € A est strictement supérieur & —1, x ne peut étre le
plus petit élément de A : A n’a pas de plus petit élément.
De méme, A n’a pas de plus grand élément.
3. Nadmetun plus petit élément, qui est 0, mais pas de plus grand élément (ni de majorant d’ailleurs).
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<
’!’ Définition 2.21. Borne supérieure, borne inférieure

Soit A c R.

1. Sil'ensemble des majorants de A admet un plus petit élément, cet élément est appelé borne
supérieure de A et noté sup A.

2. Sil'ensemble des minorants de A admet un plus grand élément, cet élément est appelé borne
inférieure de A et noté infA.

Ces notions seront revues ultérieurement dans les chapitres 7 et 8, avec le théoreme de la limite monotone.

METHODES

Retrouvez ici toutes les méthodes indispensables pour mieux appréhender les exercices et utiliser le cours.

Méthode 1. Calculer une somme double

1. Les deuxsommes sont finies, on peut donc les permuter, de fagon a commencer par la plus simple
(ou celle qu’on sait calculer);
2. Silasomme estdéfinie par une expressiondutype ) ,onécritcecicomme une somme double

l<i<j<n
n n
YY", que l'on intervertit éventuellement.
i=1j=i

Calculer :
n

n
LY Yy 2t

i=0j=0
2. Y d,
l

1<j<isn

Application de la méthode
1. Pour tout (i,j) € N?, 2% = ,Z,izj'

X n n n n n
Dés lors, Y Yot =Yy 2iaf = Y 2l Y o
0

i=0j=0 i=0j=0 =0 j=
n \[n | on+l _ 1)\?
izo i=0 2-1
— (2n+1 _ 1)2



Chapitre 2. Sommes et produits - Inégalités dans R

A . . =l=n Aot
2. On réécrit cette somme en somme double.1 < j < i <n & {1 _ . La somme s’écrit
=]

donc: Z iziii

l<j<isn l i=1j=1 l

nol i 2 1ii+1)
=2 -)2i=X2~

il ot 2
i+l 1Z
= ==Y (@G+1

i=1 2 2i:l

1 (& n 1 (nn+1
=—(Zi+21)=—((—)+n)
2\ i3 2 2
n(n + 3)

4

Méthode 2. Quelques méthodes pour établir des inégalités

1. Etudier le signe de la différence (éventuellement de la fonction différence);

2. Elever les nombres a4 comparer (si les deux nombres 4 comparer sont positifs, et notamment si
I'un deux comporte une racine carrée);

3. Composer par une fonction usuelle strictement croissante (essentiellement In ou exp).

»

DGRRREEEREREREEE METHODES pRELCEEECEERLE

Montrer que: Vx € R, e* =1+ x.

Application de la méthode

Soitf :x — e* = (1 +x)

f est dérivable sur R et, pour tout réel x, f'(x) = e* — 1.

f'(x) =0 & e* =1 < x = 0 (par stricte croissance de la fonction exponentielle sur R).
f estdonc strictement croissante sur [0 ; +oo[ et strictement décroissante sur | — co; 0].
Elle admet son minimum en 0, qui vaut £ (0) = e’ — 1 = 0.

Ainsi, pour tout réel x, f(x) = 0. On a donc bien :

VxeR e* =1+ x.

Remarque
Cette inégalité peut également étre établie en utilisant la convexité de la fonction exponentielle (cf

chapitre 5.).

Méthode 3. Equations et inéquations comportant une valeur absolue

La manipulation des valeurs absolues est délicate : on cherche, autant que faire se peut, a s'en

débarrasser.
Pour cela, on utilise notamment les résultats suivants, pour x € Reta = 0:

e |[Xx|=ae x=aoux = —a.
e [X|<ao -a<x<a.
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Résoudre :
1. |x®2—x|=|—4x -2|.
2. (B):|-5x+3| <2.

Application de la méthode
1. Cette équation équivauta:

¥ —-x=-4x-2 oux’*—-x=4x+2

o x?+3x+2=0o0ux’*-5x-2=0

5-14/33 5+ 4/33
S x=-loux=-2 oux= oux = .
2 2
5-14/33 5+ /33
Ainsi, S = {—1,—2, - T}

1
2. (E)@—2<—5x+3<2©—5<—5x<—1©E<x<1.

1
Ainsi, S = ]—;1[.
5

Méthode 4. Comment traiter un exercice portant sur les parties entiéres

1. Cecirepose essentiellement sur la connaissance des deux caractérisations les plus fréquemment
utilisées de la partie entieére :

o Lapartie entiere de x, notée | x| est le plus grand entier relatif inférieur ou égal a x. Ainsi, pour
tout réel x :

[x] =x < |[x]+1
e On aégalementl'encadrement, pour tout réel x :
x—-1<|x] <x.

La résolution des exercices sur les parties entieres repose essentiellement sur ces deux encadre-
ments. Selon le contexte de 'exercice, on choisit plutét 'un ou l'autre.

2. Nepasoublier non plus que les parties entieres, comme leur nom 'indique, sont des entiers. Ainsi,

0< |x] <3 & 1< |x] < 2,cequiest absolument faux pour des réels quelconques (3 < 7, mais
onn'apas4 < ).

Questions :

1
1. Déterminer la limite en 0 de la fonction f : x — x? {—J
X

p . N - 1
2. Déterminer, de méme, lalimiteenOde g : x — x | —|.
X

Application de la méthode
1. Soit x # 0. Ecrivons 'un des encadrements caractéristiques de la partie entiere |on cherche

. . L3N 1
un renseignement sur la partie entiere, le terme « central » de 'encadrement sera donc {— )) :
X
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On multiplie cet encadrement par x?, qui est strictement positif car x # 0: on ne change donc pas
le sens des inégalités. On obtient :

1
x—x2<x2{— < x.
X

Les deux fonctions x — x et x — x — x? tendent vers 0 en 0 donc (théoréme des gendarmes)
1

limx? {—J =0.

x—0 X

2 1 . . .
2. La, c’est un peu plus délicat. On part du méme encadrement de {—J, mais cette fois on doit le
X
multiplier par x, qui peut étre positif ou négatif.
On est donc conduit a une disjonction de cas :
e 1% cas:x > 0. On ne change donc pas le sens des inégalités et on obtient : pour x > 0,
1
l-x<x|—| =1
X

Les deux termes « extérieurs » tendent vers 0 quand x tend vers 0 par voie positive : par théo-

P e L

1
reme d’encadrement, on obtient lil‘([)1+ X {;J =1,
s

o 2°cas:x < 0. Cette fois, multiplier I'inégalité par un nombre négatif change le sens des inéga-
lités. On obtient :

1 . . .
l<x < <1-x (riende choquantdans le faitque 1 — x > 1, puisque x < 0).

Le raisonnement est identique a celui du premier cas et nous conduit a lim x {— = 1,
x—0" X

La limite quand x tend vers 0, que ce soit par voie positive ou négative, de x {—J vaut 1. Finale-
X

ment :

Remarque
1
Pourx #0,x |—| =
X
Ce quotient tend vers 1 quand x tend vers 0 : on dit (on verra ceci dans un chapitre ultérieur) que

1 r .. 1 A g 1
—| ~ —,quiselit«|—| estéquivalenten0a — ».
X] x=0x X X

ENTRAINEMENTS

Exercices d'entrainement

00O 20 min.

1. Déterminer deux réels a et b tels que , pour tout x ¢ {—1;0}:
1 a b

xx+D) x  x+1

ENTRAINEMENTS CORRIGES piiaiuiaiieiiaieiety
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1 1
2. En déduire la valeur de la somme ) ——— et sa limite quand n — +oo.
=1 k(k+1)

n
Poura € Retn € N*, onpose S,, = Z kak.
k=0

1. Calculer S, lorsque a = 1.
2. Lorsque a # 1, calculer aS,, — S, et en déduire la valeur de S,,.

2
X
Montrer que: Vx € I = [0;2r7],cosx =1 — >

Exercices d'approfondissement

EXERCICE A 000 10 min.

Soit n € N*.
1. Calculer, pour k € [[0; ], (k + 1)3 — k3.

n n
2. En déduire, en supposant connue Y k, lavaleur de Y k? (on pourra penser aux sommes télescopiques).
k=1 k=1

n
3. Adapter cette méthode pour trouver la valeur de ) k°.
k=1

1. Déterminer trois réels a,b et c tels que :

Vk =2 L + —+
Tk -k k-1 k k+1

n

2. En déduire la valeur de ) 1

i k3 -k
000 25 min.
1. Enoncer la formule du bin6me de Newton.
-1
2. Soient n et p deux entiers tels que 1 < p < n. Montrer que p(Z) = n(z 1).
n n ” n
3. En déduire les valeurs des sommes S, = Y_ k[ |etS'n= Y k*| |
o1 \k = \k
000 20 min.

Résoudre dans R les inéquations suivantes :
1. Vx2-x-2<13x+2|.
2. Vx2—x—-2=3x+2.
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1. Montrer que, pour tout réel x :
0<[3x] —3lx] =2.

2. Soitla fonction f : x — [3x] — 3[x].

(a) Montrer que f est 1-périodique.
(b) Tracer Cy, courbe représentative de f sur [-2;2].

n

1. Montrerque Y. min(i,j) = Y j%
(i,j)elLn]? j=1

nn+1)@4n-1)

2. Quevaut max(i,j) + min(i,j)? En déduire que ) max(i,j) = 5

(i,j)el1;n)?

1. Montrer que la fonction f : x — x(1 — x) est bornée sur [0; 1].
2. Soient a,b,c € [0;1]. Montrer que I'un au moins des nombres 4a(1 — b),4b(1 — ¢),4c(1 — a) est inférieur ou
égalal.
000 10 min.

ATTENTION! Cet exercice ne pourra étre abordé qu’apres avoir vu le chapitre 4 sur les nombres complexes.
Mais il est toujours bon de reprendre les chapitres antérieurs...

2inm
Soient w = exp (—) et n un entier naturel supérieur ou égal a 2.
n

n n
Calculer S, = Y w*etP, = [] 0*.
k=1 k=1

[o{0]:1:{[c] 3

EXERCICE 1

1. Nous verrons dans le chapitre 10 sur les polyn6mes comment réaliser une telle décomposition en éléments
simples. Vous pourrez a ce moment-la appliquer une autre méthode.
En attendant, utilisons les outils dont nous disposons :

b (a+bx+a _ 1

x+1 x(x+1) x(x+1)°

a
VxeR-{-1;0}, —+
X
On identifie (attention, on identifie seulement les coefficients des polynémes situés au numérateur) :
a+b=0 b=-1
o
a=1 a=1
1 1

1
Ainsi, Vx € R — {-1;0}, =-- .
x(x+1) x x+1
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2. On utilise naturellement la question précédente (ce qui est possible car, puisque k varie entre 1 et n, il ne
peut valoir ni 0 ni —1), et on reconnait une somme télescopique :

Zk(k+1) gz‘ PR b
w 1
Puisque hmc’on+1 =0, onanllmooz PrESTie

Remarque

On peut utiliser tel quel le résultat portant sur les sommes télescopiques. Reprenons la justification, pour ceux
ayant besoin de se clarifier les idées (il n’est pas nécessaire de le refaire a chaque fois, mais important de com-
prendre le mécanisme) :

LA} 1 71 w 1
;% +1_,§1%_,;k+1
no1 n+l1 1
=) — -3 - (enposantj = k + 1 dans la deuxiéme somme)
=k j=2 ]
LA | L | 1
=1+ - = -+
,;2 k (]; j n+ 1)
1
=1-
n+1
Remarque
1
On verra dans un chapitre ultérieur que la série )| ——— FET D est convergente, et de somme 1.
k=1
EXERCICE 2
n " +1
1. Lorsquea=1, S, =) k=) k= n(nT) (c’est du cours!)
k=0 k=1

2. Supposons a # 1.

aS,-S,=a) ka*-Y ka*

n

Z kak+l _ kak

.

=Y ((k+1)-1Da**" - ka*

n
(k + 1)ak+1 kak _ Z ak+1

o T

k

0
n
=(m+Da" -a) a* (somme télescopique)
k=0
1-— d"+1

=n+1a™! -a x
l1-a
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EXERCICE 3

e
Soitg : x — cosx — (1 - ?)

g est dérivable sur I et, pour toutx, g'(x) = —sinx + x.

On peut connaitre le signe de cette fonction ou pas. Mettons que non.

On dérive a nouveau g', qui est dérivable sur I, et, pour toutréel x € I, g"(x) =1 —cosx = 0.

g' est donc croissante sur I. Or, g'(0) = 0. On a donc, pour tout x € I, g'(x) = 0: g est donc croissante sur I.

Or, g(0) = cosx — 1 = 0. Finalement g est positive sur I, c’est-a-dire :
2

X
Vx € [0;27],cosx =1 — ?

Remarque
En fait, cette derniere inégalité est vraie sur R tout entier. On peut remarquer que 27 ne joue aucun role ici. On
aurait donc pu établir cette inégalité sur R, et, du fait de la parité de la fonction g, 'étendre a R.

<=====m=mmmmm -

EXERCICE A

1. Soit k € [0; n]l .(k + 1)® — k® = 3k? + 3k + 1 (bindme de Newton).
2. Sommons légalité précédente entre O et 12 :

n n n n n n n
Y+ -k3=3Y K*+3) k+)Y 1=3Y kK*+3) k+) L
k=0 k=0 k=1 k=0

f)_r(i reconnait a gauche une sorlrcl_rgle télescopique. On a dolil_(; :
(n+1)3—03:(n+1)3:3ik2+—3n(n+1) +(n+1)¢>3ikZ:(n+1)3——3n(r;+l) -(n+1)
k=1 k=1
2o 2m+ 1% -3n(n+1)-2(n+1)
@3I§Ik = 5
©3i e (n+ D20 +1)?-3n-2)
k=1 2
©3ik2: (n+12n*+n)
k=1 2
- i 2 = nn+1)2n+1)
k=1 6

3. On «calque » la méthode sur la question précédente.
Pour k € [0; n]l.(k + D* — k* = 4k + 6Kk* + 4k + 1.
On somme cette égalité de 1 a n, pour obtenir :

n n n n
m+D*=4Y KP*+6) kK*+4) k+ > 1
k=1 k=1 k= k=0

1

=4Y KP+nn+1DCn+1D+2nn+D+m+1)
k=1

Ainsi, A KB =+ —n+1D@n+1) —2nm+1) - (n+1)
k=1

=m+D((n+1D°—n@n+1)-2n-1)
=m+D((n+1D-Cn+1(n+1)
m+D3(n+1)?%-2n+1)

n(n +1)?

ENTRAINEMENTS CORRIGES piaiuiaiieiiiaiaiety
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n’(n+1)°% (n(n + 1))2

n
On retrouve bien ) k3 = 5

k=1 4
Remarque

n
On peut ainsi, de proche en proche, calculer toutes les sommes Y k”, p € N.
k=1

EXERCICEB

1. Remarque
La encore, vous pourrez reprendre cette décomposition en éléments simples en fin de semestre, une fois

le chapitre 10 traité.

a b c ak(k+D)+bk-1(k+1)+cklk-1)

Vi =2, + =+ =
k-1 k k+1 k(k-1D(k+1)
_(@a+b+0)k*+@-ck-b
- k3 -k
Par identification, on obtient :
b=-1
a + b + ¢ =0 1
a - ¢ = 0eqa=73
- b -1 f
c= -
2
Final t,Vk=2 ! ! 1+1 !
inalement, Vk 22, —— = - —— — — + =
K-k 2k-1 k 2k+1
2. D’apres la question précédente :
i 1 _1i 1 il li 1
S k-k 25 k-1 Sk 25k+1
1721 71 1 ntlq
==Y --Y —+-=) = (changements d’indice)
2ia] k=2k 2z
1( l) =l 1 1 72 1l 1 1
=1+ +Y c-[=+=+>X =)+ -+—+
2 2 =3 2 n j3j 2\jzj n n+l
1 1 1 1 1 1 "‘11(1 1)
=t — - - =+ — +) -lz-1+=
2 4 2 n 2n 2n+2 j3j\2 2
1 1 1
T4 2n 2n+2

Remarque

Le télescopage est moins évident ici, mais bien réel : tous les termes de la « plage commune » aux trois
sommes, c’est-a-dire entre 3 et n — 1, disparaissent, la clé de ceci étant le fait que la somme des trois coef-
ficients a, b et ¢ est nulle.
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EXERCICE C

Remarque
Cet exercice n’est pas un exercice « gratuit » : les calculs du 3. reviendront régulierement lorsqu’il sera question
de variables aléatoires suivant une loi binomiale (chapitre 19).

1. Pourtousa,b € C, pourtoutn € N:
" (n
(a+b)" =Y |, |a*p"F.
i=o \k
2. Cerésultat repose sur deux points essentiellement :

e pour tout entier naturel p, (p + 1)! = p!x (p+1);
e pour tous entiers naturelsnetp, n—-p=(mn-1)—-(p - 1).

Silsp=sn:

n n! pxnx(n-1! (n—=1! n-1
p =px = =nx =n .
p pln-p! pxpE-DIx({(n-1)-((p-D) p-Di(n-1—-(p-D)! p-1

Remarque

Ce résultat peut également étre montré a 'aide de raisonnements ensemblistes. Cette technique, tres cal-
culatoire, correspond aux outils a notre disposition en début d'année.

<=====m=mmmmm -

3. ¢ Enutilisant la question précédente, on obtient :

S, = i k(Z) = i n(z : i) (d’apresl.)

k=1 k=1
n -1 n-1 -1
=”Z(n )=n2(n ) (enposantj = k — 1)
=1 \k =1 j=0\ J
(S n-1); n-1-j n-1 PN
=n V1" = p2 (binéme de Newton)
j=0

¢ On utlise deux fois la formule du 2. (appelée parfois « formule sans nom » ou « formule du capitaine »).
Pour cela, remarquons que : pour tout entier naturel k, k? = k(k — 1) + k. Ainsi:

k=2 k=1
n -2
=) nn- 1)(Z 2) + S, (onapplique deux fois la question 2)
k=2 -
*(n—-2
= -1 +S
nn-1) kz::2 (k B 2) "
n2(p-2
=nn-1) ( i )+Sn (onposej =k —2)
=0
n-2 -2\ . X
=nn-1 ("j )111"-2—1 +s,
j=0
=n(n - 1)2"2 + p2"! (binéme de Newton)
=n(n-1)2"?% +2p2"?
=n(n+1)2"2

ENTRAINEMENTS CORRIGES piaiuiaiieiiiaiaiety
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EXERCICED

1. Commencons par le domaine de définition de cette inéquation.
Onrésout x> —x —2 20 © x €] — o0; —1] U [2; +00l.
Ainsi D =] — o0; —1] U [2; +00l.
Lorsque x € D, les deux membres de I'inégalité sont positifs et donc rangés dans le méme ordre que leurs
carrés (la fonction carré étant croissante sur R, ).
Ainsi, ) © x> -x-2<(3x+2)? © 8x*+13x +6 = 0.
Le discriminant est A = —23 < 0. On en déduit : 8x? + 13x + 6 > 0, pour tout réel x.
Linéquation obtenue est donc toujours vérifiée. Il ne faut cependant pas oublier le domaine de définition
del'inéquation.
On a finalement : S = D.
2. On a, naturellement, envie, la encore, d’élever au carré. Mais on ne sait, cette fois, si les deux membres de
I'inéquation sont positifs (on n’a plus de valeur absolue).
Le domaine de définition, lui, n’a pas changé.
On fait alors une disjonction de cas:
o 1¥*cas:3x+2=<0,x€D

Ceci équivauta x < —— etx € D, c'est-a-dire x €] — oo; —1].

Dans ce cas, le membre de gauche est positif, celui de droite est négatif : I'inégalité est toujours vraie,
sans qu’on ait a poursuivre la résolution.

e 2°cas:3x+2>0,xe€D
Ceci équivauta x = 2.
Les deux membres sont alors positifs, et donc rangés dans le méme ordre que leurs carrés.
Linéquation équivauta x* — x =2 = 3x +2)® & 8x* + 13x + 6 < 0.
Cette inéquation n’a pas de solution (voir question 1).

Finalement, S =] — oo; —1].

EXERCICEE

1. Utilisons I'un des encadrements caractérisant la partie entiere. Puisque le résultat demandé porte sur la
partie entiére, on utilise :
VxeRx—-1< [x] <x.

On obtient alors :
e Vx € R,3x — 1 < |3x] < 3x (en substituant 3x a x dans 'encadrement précédent);
e Vx €R,3x -3 < 3|x] <£3x © —3x < -3|x] < 3 - 3x (en multipliant 'encadrement initial par 3 > 0).

Remarque

» Ne pas oublier qu'on ne peut soustraire des encadrements, seulement les ajouter.

o Lorsqu’on ajoute une inégalité stricte et une inégalité large, on obtient une inégalité stricte.
Sia<betc<dalorsa+c<b+d.

On ajoute les encadrements obtenus pour obtenir: Vx € R, -1 < [3x] — 3[x] < 3.
On n’aboutit pas a I'encadrement demandé. Mais, il faut remarquer que, puisqu’une partie entiére est un
entier relatif, nécessairement [3x]| — 3|x] € Z.
Or, un entier relatif compris strictement entre —1 et 3 vaut forcément 0, 1 ou 2.
Ainsi, Vx e R,0 < [3x] — 3[x] < 2.
2. (a) Montrons que, pour toutréel x, |x + 1] = |x] + 1.
Pourtoutx, |[x]<x<x+leo|x]+1<x+1<|x]+1.
Ainsi, |x] + 1 estle plus grand entier inférieur ou égala x + 1: onadonc [x] + 1 = [x + 1].
En itérant ceci (ceci se montre « proprement » par récurrence), ona: Vx € R, Vn € N, [x + n] = [x] + n.
En utilisant ceci, on a, pour tout réel x :

fx+1D=13x+1D]-3lx+1] =1[3x] +3-3(lx] +1) = [3x] = 3|x] = f(x).
f estbien 1-périodique. On peut donc se contenter de I'’étudier sur [0; 1]. Dans ce cas, |x] = 0 et f(x) =
[3x] (sauf pour x = 1, ou f(x) =3 -3 =0).
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1
(b) e Six € [0; =

12

)

w

[:3x € [0; 1[donc f(x) = 0.

e Six e :3x € [1;2[donc f(x) = 1.

o Six e [g;II:SxE [2;3[donc f(x) = 2.
e f(=f() =0

On répete ce « motif » pour obtenir la courbe sur [-2; 2].

1.5

<=====m=mmmmm -

0.54

EXERCICEF

n n
1. La premiére somme s’écrit: ) ) min(i,j). Or, cette somme vaut, puisque le minimum de i et j vaut i si
j=li=1

i <jetjsinon:

35" mintij) = 3 (i,-+ b j)

j=li=1 Jj=1

il 2
=i(2n+l)]—j2
j=1 2

2n+1 8. 1 &,
= J=5 2]

1
4 2

1
(n+1@2n+1) (1—1)
=n(n n 132

nn+1)2n+1)
6

[:l‘lﬂ.S
ENTRAINEMENTS CORRIGES pREttEELEEEEERE
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2. De maniere évidente, pour tous réels (et donc pour tous entiers naturels i et j, max(i,j) + min(i,j) = i + .
On en déduit :

(i +j)— ) ) min(,))

j=1 i=1j=1

M=

> max(ij) =

n
(i,j)elt;n]? =

—

(ni N n(n + 1)) a z":jz

2 ot
n”?n+1) nr+1DR2n+1)
2 6
nn+1)2n+1)

6
nn+1)6n-02n+1))

6
_ nn+1)@n-1)
- 6

n

i=1

n
ny i+
i=1

n(n+1) -

EXERCICE G

1. Remarquons tout d’abord que, six € I = [0;1],x = 0et1 — x = 0 donc f(x) = 0.
Ainsi f est minorée sur I par 0.
Reste a obtenir un majorant de f sur I.

—

On peut bien entendu dériver f. On obtient: Vx € [0;1],f/(x) =1 -2x =20 & x < —.

\S]

1
f estdonc croissante sur |0; >

1
et décroissante sur [5, 1] .

1
Son maximum est donc atteint en 5 et vaut 5 (1 - 5 = Z

Remarque
On aurait pu reconnaitre en f une fonction trinéme du second degré, dont les racines sont 0 et 1, et dont

- . . P . 0+1 1
le coefficient dominant —1 est strictement négatif : le sommet a donc pour abscisse 5 =5 et est un

maximum.

2. Comme souvent, lorsque deux questions consécutives semblent étrangéres 'une a l'autre, il y a en fait un
lien. 1l faudrait donc faire coexister x et 1 — x... ce qui nous invite a multiplier les trois quantités 4a(l —
b),4b(1 — c) et4c(1 — a).

Supposons, par I'absurde, que ces trois nombres sont strictement supérieurs a 1.

IIs sont donc a fortiori strictement positifs.

Leur produit (I'ordre est conservé lorsqu’on multiplie des nombres positifs) est donc lui aussi strictement
supérieur a 1.

Or, ce produit vaut 64a(1 — a)b(1 — b)c(1 - ¢).

1
D’apresle 1., a(l — a), b(1 — b), c(1 — ¢) sont compris entre 0 et 7

La encore, on a affaire a des nombres positifs, on peut donc multiplier les encadrements.

On obtient 0 < 64a(1 — a)b(1 — b)c(1 — ¢) < 1. Ceci est en contradiction avec le fait que les trois nombres
sont strictement supérieurs a 1.

Ainsi, 'un des trois nombres 4a(1 — b), 4b(1 — ¢),4c(1 — b) est inférieur ou égal a 1.
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EXERCICEH

¢ Onreconnait en S, la somme des termes d'une suite géométrique de raison w + 1:

1-w"

n k n-1 x
W =w w” = w. =0
ch=:1 gb l-w

2im .
En effet, 0" = exp (n x —) = e?im — 1.
n

Remarque

On aurait pu (mais c’est plus une astuce propre aux racines n°™* de I'unité qu'une méthode générale)
utiliser le fait que w” = 1 etl'isoler.

n-1 n-1 n-1
Decefait, S, = [ Y o*|+1=1+[Y o*| = [} 0| =0.
k=1 k=1 k=0
o Lorsqu’on multiplie les puissances d'un méme nombre, les exposants s'ajoutent. Ainsi :

2im 2 2 1 .
P, = exp (% kz k) = exp (% x @) = il _ Lyl
=1

Ce dernier résultat peut aisément étre montré par récurrence (cette démonstration est laissée au lecteur).

Sujets de colle

Question de cours :

n n
Donner, sans démonstration, les valeurs, pour k € N*, de Z k et Z k2.
k=1 k=1

Exercices

SUJETI 00 30 min.

On désigne par d (respectivement &) la fonction définie sur [0; +oo[ par d(t) = t — 1 + cos t (respectivement
2

(1) =%—1+cost).

. 1-cost
1. Etudier la fonction d. En déduire l'existence d'unréel a telque: vVt >0:0< —— <«

1—cost
_ <
12 B

SUJET Il ®ee 30 min.

1. Montrer que pour tousréels a, b et c:

2. Etudier la fonction 6. En déduire l'existence d'unréel S tel que:Vt > 0:0 <

a’+b*>+c*=ab+ac+ be.

2. Etudier les cas d’égalité.
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CORRIGES

1. d est évidemment dérivable, et, pour tout r € R, d'(r) = 1 —sint = 0 (naturellement cette question sera
plus facile a traiter une fois vu le chapitre trigonométrie).
La fonction d est donc croissante sur R, : ainsi, pour tout £ = 0, d(¢) = d(0).
Or g(0) = -1+ cos0=0.
Deslors, pourtoutt =0, t —1+cost = 0.

Ceci est donc également vrai pour tout ¢ > 0... ce qui va nous permettre de diviser.
1-cost <1

Ona:Vt>0,t—14+cost=20e1—-cost<t <o

oo, o 1—cost - . .
La positivité de — étant évidente sur R} (pourtoutz >0, cost < 1),onabien:

1—-cost
Vi>0:0< T <1
On a donc le résultat voulu, avec a = 1.

2. Laencore,§ est dérivable sur R, (et méme R), etona:
Vit =0,6'(t) =t —sint.

Rien de trés concluant quant au signe de §' : on redérive.

Vt=0, 6'(t/) =1-cost = 0.

&' est donc croissante (et méme strictement croissante, mais c’est inutile ici) sur R, : ainsi, pour tout ¢ >0,
6'(t) = 6'(0) = 0.

On en déduit la croissance de 0 sur R, .

Ainsi, pourtoutr =0, §(¢) =6(0) =0 (x).

On raisonne alors comme dans la question précédente.

(x) est vraie sur R, donc sur R}.
2
t
Vt>06(t)=20e1-cost<s— & —— <
La positivité de la quantité étant évidente (méme justification qu’en 1.), on a bien :
l-cost 1
<

V>0, 0 —— < —.
12 2

1
On a bien le résultat voulu, avec § = >

1. Linégalité comporte des carrés et des « double-produits » (mais sans le 2), et fait a ce titre penser a des
identités remarquables.
On multiplie les deux membres par 2, et on compare les deux termes de l'inégalité. On étudie pour cela le
signe de la différence.
On étudie donc le signe de 2(a® + b* + ¢*) — 2(ab + ac + bc).
o 2@®+b*>+c®)-2ab+ac+bc)=@-b?+@-c)*+b-c?=0.
On a donc bien, pour tous réels a, b, c :

a’+b*>+c*=ab+ac+ bc.

2. On a égalité si et seulement si la différence calculée dans la question précédente est nulle. Or, celle-ci vaut
(@ - b)*+ (a - c)*+ (b - ¢)? qui est la somme de trois carrés de réels. Elle est donc nulle si et seulement
si chacun de ces carrés est nul.

Ainsi, il y a égalité si et seulementsia = b = c.

46



CHAPITRE 3

Trigonometrie

Objectifs et compétences du programme

Capacités principales Méthodes Exercices
a maitriser associées associés
Formules d'addition et de duplication 1-2 1-2-B-C
Fonctions cosinus et sinus 2 A-D-E
Equations et inéquations trigonométriques 1 1-B
Fonction tangente 3-D

RAPPELS DE COURS

1. Repérage sur le cercle trigonométrique - Définition
de cosO etsinf

1.1. Définition - Obtention des lignes trigonométriques sur le cercle
trigonométrique

On se place dans un repére orthonormal direct
O; 7, 7).

On repere tout point du cercle trigonométrique, de A
centre O et de rayon 1, par 'angle 6 = (7, OB).

Alors, les coordonnées de B dans le repere orthonor-
mal (O; 7, 7) sont (cos 8; sin ).

On peut alors définir, pour tout réel 6 tel que cos 6 0,
sin i

la tangente de I'angle 6, noté tan 0 par tan 6 = 0 s tanz
cos

q
Y

La tangente est un peu moins évidente a repérer sur o cosx A
le cercle : elle est a chercher sur la tangente au cercle °
trigonométrique au point A (la figure devrait vous rap- i OH = cosz. HB — sinz. AT — tan
peler le college). ’ ’
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Lappartenance de B au cercle trigonométrique nous permet de rappeler la relation fondamentale de la
trigonométrie :

Théoréeme 3.1.

Pour tout réel x, cos® x + sin® x = 1.

Congruence modulo 27

2.
@ Définition 3.2.

Soient a,b € R.
On dit que a et b sont congrus modulo 277, et on note a = b[27x], s'il existe k € Z tel que :

b=a+2km.

Remarque

2km = k x 2m. Autrement dit, a et b sont congrus modulo 27 si leur différence est un nombre entier de tours
(le signe de k donnant le sens de rotation).

Ainsi, sia = b[2n], les angles a et b sont représentés par le méme point sur le cercle : a et b auront donc méme
cosinus, méme sinus, méme tangente.

3. Valeurs remarquables

3.1. Dansle « premier cadran »

A
T T i1 i1 V3
x ol = | =] 2 z ve
6 4 3 2 2
v2
2
V3l Ve o1 1
cosx | 1 —_— —_— — 0 2
2 2
) 1 | V2| V3
sinx | 0 - — | — 1
2 | 2 | 2 .

tanx | 0

IS

1 v/3 | NON DEFINI
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