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Avant-propos

Il existe une littérature riche et des ouvrages d’une très grande qualité sur le thème
de l’analyse fonctionnelle. L’objectif principal du présent ouvrage est une introduc-
tion à l’analyse fonctionnelle, présentée de manière assez simple et actuelle. J’ai donc
choisi délibérément de ne pas traiter le sujet ni dans toute sa généralité, ni de suivre
la structure habituelle adoptée dans une majorité d’ouvrages sur le sujet. La topologie
joue un rôle fondamental en analyse fonctionnelle. Différentes topologies sont intro-
duites au fur et à mesure. D’autre part, les propriétés des espaces fonctionnels étudiés
seront enrichies à chaque fois que de nouvelles notions sont introduites.

J’ai essayé de garder une présentation assez généraliste avec une ouverture vers
des applications comme la théorie spectrale, la théorie des distributions, qui sont des
outils fondamentaux dans l’étude des équations aux dérivées partielles.

Une bonne partie de cet ouvrage est accessible dès la troisième année de Licence et
certaines écoles d’ingénieurs. Il est toutefois recommandé d’avoir, en plus des acquis
fondamentaux des deux premières années d’une licence de mathématique, une bonne
connaissance des corps des réels et des complexes et une connaissance minimale de la
théorie des ensembles. Je n’ai pas souhaité inclure ces prérequis dans cet ouvrage afin
de lui garder une taille raisonnable.

J’introduis dès le Chapitre 1 les espaces classiques de suites et les espaces de fonc-
tions qui ont une puissance p-ième intégrable (par rapport à une mesure positive), où p
est un réel compris entre un et l’infini. Les espaces de fonctions continues et les théo-
rèmes associés ne seront abordés de manière détaillée qu’au Chapitre 12 dans le cas où
l’on dispose d’une structure d’espace normé. D’autres espaces de fonctions continues
et de fonctions continues avec des dérivées partielles, jusqu’à un certain ordre, conti-
nues seront étudiés au Chapitre 17 dans le cadre des espaces vectoriels topologiques
localement convexes.

Un des intérêts majeurs d’affaiblir la topologie de la norme est d’enrichir les par-
ties compactes. La compacité joue un rôle essentiel dans la résolution de certaines
équations fonctionnelles, issues par exemple d’une formulation abstraite d’équations
aux dérivées partielles. Les topologies faibles et préfaibles feront l’objet d’une étude
détaillée au chapitre 15.

Toujours dans le souci de garder une taille raisonnable à l’ouvrage, je n’ai inclus
qu’un nombre limité d’exercices corrigés à la fin de chaque chapitre. Je renvoie le
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vi Avant-propos

lecteur qui souhaite enrichir ses connaissances en topologie et analyse fonctionnelle
aux références que je cite à la fin de l’ouvrage. Parmi ces références figurent plusieurs
ouvrages dédiés aux exercices, le plus souvent avec des corrigés détaillés.

Le contenu de cet ouvrage consiste en une version augmentée de la fusion d’un
cours d’analyse fondamentale, que j’ai enseigné en troisième année de licence de ma-
thématique, et d’un cours d’analyse fonctionnelle, que j’ai enseigné en première année
de master de mathématique.
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Chapitre 1

Exemples d’espaces normés

Les espaces vectoriels qu’on considère sont bâtis sur le corps K qui est égal soit à
R ou bien à C.

Soit E un espace vectoriel. Une application p : E Ñ R` est dite sous-additive si
elle vérifie :

ppx ` yq ď ppxq ` ppyq, x,y P E.

Cette application p sera dite positivement homogène si elle satisfait à la condition
suivante :

ppλxq “ λ ppxq, x P E, λ ą 0.

On observe que toute application p : E Ñ R` positivement homogène et sous-
additive est convexe. En d’autres termes, on a

ppλx ` p1 ´ λ qyq ď λ ppxq ` p1 ´ λ qppyq, x,y P E, 0 ď λ ď 1.

Une application sous-additive p : E Ñ R` sera dite une semi-norme si elle satisfait
à la condition

ppλxq “ |λ |ppxq, x P E, λ P K.

Il n’est pas difficile de voir qu’une semi-norme p : E Ñ R` vérifie nécessairement
pp0q “ 0.

Si une semi-norme p : E Ñ R` est telle que ppxq “ 0 si et seulement si x “ 0, alors
on dira que p est une norme.

Une norme sur E est usuellement notée } ¨ }E ou tout simplement, s’il n’y pas de
risque de confusion, } ¨ }.

Tout espace vectoriel muni d’une norme est appelé espace vectoriel normé.
Les propriétés suivantes sont immédiates :

(i) } ´ x} “ }x}, x P E.
(ii) |}x} ´ }y}| ď }x ´ y}, x,y P E.
(iii) }x1 ` . . .` xk} ď }x1} ` . . .` }xk}, x1, . . . ,xk P E.

On peut munir tout sous-espace vectoriel E0 d’un espace normé E de la norme
induite par celle sur E tout simplement en posant

}x}E0 “ }x}E , x P E0.

# 1



2 1 Exemples d’espaces normés

Deux normes } ¨ }1 et } ¨ }2 seront dites équivalentes s’il existe deux constantes
0 ă µ ď ν telles que

µ}x}1 ď }x}2 ď ν}x}1, x P E.

A toute norme } ¨ } sur E, on peut associer l’application d : E ˆE Ñ R` définie par

dpx,yq “ }x ´ y}, x,y P E.

Cette application satisfait aux trois conditions suivantes :
(d1) dpx,yq “ 0, x, y P E, si et seulement si x “ y.
(d2) dpx,zq ď dpx,yq ` dpy,zq, x,y,z P E.
(d3) dpx,yq “ dpy,xq, x,y P E.

Clairement, on peut définir sur tout ensemble E une application d : E ˆ E Ñ R`

vérifiant les conditions (d1) à (d3), sans que E soit muni d’une structure d’espace
vectoriel. Dans ce cas, on dira que d est une distance et que E muni de cette distance
est un espace métrique.

Il est utile de noter qu’une distance d possède les propriétés suivantes :
(i) |dpx,yq ´ dpz,yq| ď dpx,zq, x,y,z P E.
(ii) dpx1,xkq ď dpx1,x2q ` . . .` dpxk´1,xkq, x1, . . . ,xk P E.

Une distance d sur un ensemble E induit une distance d0 sur tout sous-ensemble
E0 de E en posant

d0px,yq “ dpx,yq, x,y P E0.

On remarque qu’une distance d, associée à une norme } ¨ }, vérifie les deux condi-
tions supplémentaires suivantes :
(d4) dpλx,λyq “ |λ |dpx,yq, x,y P E et λ P K.
(d5) dpx ` z,y ` zq “ dpx,zq, x,y,z P E.

Bien entendu, les propriétés (d4) et (d5) n’ont pas forcément un sens si E n’est pas
un espace vectoriel.

Deux distances d1 et d2 sont équivalentes s’il existe deux constantes 0 ă µ ď ν
telles que

µd1px,yq ď d2px,yq ď νd1px,yq, x,y P E.

On remarque que si deux normes sont équivalentes alors les distances associées le
sont aussi.

Exemple 1.1. (a) Deux normes usuelles sur Kn sont définies par

}x}1 “

n
ÿ

i“1

|xi|, x “ px1, . . . ,xnq P Kn.

}x}8 “ max
1ďiďn

|xi|, x “ px1, . . . ,xnq P Kn.

(b) Soit E l’espace vectoriel, sur K, des fonctions f : r0,1s Ñ K qui sont intégrables
au sens de Riemann. On vérifie que

} f }1 “

ż 1

0
| f ptq|dt, f P E,

est une norme sur E.
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1 Exemples d’espaces normés 3

(c) Soit E un ensemble quelconque. On définit d : E ˆ E Ñ R` par

dpx,xq “ 0 et dpx,yq “ 1 si x ‰ y.

Cette application définie une distance sur E. On l’appelle la distance discrète.
(d) Soit f : R Ñ R une fonction strictement monotone. Alors dpx,yq “ | f pxq ´ f pyq|,
x,y P R, est une distance sur R. Par exemple, dpx,yq “ |arctanx ´ arctany|, x,y P R,
est une distance sur R.
(e) Soit E j un espace métrique pour une distance d j, 1 ď j ď p. Alors le produit
cartésien E “ E1 ˆ . . . ˆ Ep est un espace métrique pour l’une des deux distances
suivantes :

d1px,yq “

p
ÿ

j“1

d jpx j,y jq, x “ px1, . . . ,xpq, y “ py1, . . . ,ypq P E,

d8px,yq “ max
1ď jďp

d jpx j,y jq, x “ px1, . . . ,xpq, y “ py1, . . . ,ypq P E.

On appelle E le produit des espaces métriques E1, . . . ,Ep.
(f) Les espaces ℓ1 et ℓ8 : On désigne par ℓ1 l’ensemble des suites complexes pxkq dont
les séries associées sont absolument convergentes :

ÿ

kě1

|xk| ă 8.

Soient x “ pxkq, y “ pykq deux éléments de ℓ1 et λ P C. Alors

|xk ` yk| ď |xk| ` |yk|, k ě 0, (1.1)
|λxk| “ |λ ||xk|, k ě 0. (1.2)

Il en résulte que x ` y P ℓ1 et λx P ℓ1. Donc ℓ1 est un espace vectoriel pour les opéra-
tions

pxkq ` pykq “ pxk ` ykq, pxkq,pykq P ℓ1, (1.3)

λ pxkq “ pλxkq, pxkq P ℓ1, λ P K. (1.4)

(1.1) et (1.2) permettent de nouveau de conclure que

x “ pxkq P ℓ1 ÞÑ
ÿ

kě1

|xk|

est une norme sur ℓ1.
Soit ℓ8 l’ensemble des suites complexes bornées. Une nouvelle fois, grâce aux

inégalités (1.1) et (1.2), ℓ8, muni des opérations (1.3) et (1.4), est un espace vectoriel.
Aussi, l’application

x “ pxkq P ℓ8 ÞÑ }x}8 “ sup
kě0

|xk|

est une norme sur ℓ8.
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4 1 Exemples d’espaces normés

On voit aisément que ℓ1 Ă ℓ8.

En fait, il existe toute une famille d’espaces de suites entre ℓ1 et ℓ8. Pour 1 ď p ă

8, on note par ℓp l’ensemble des suites complexes pxkq telles que
ř

|xk|p ă 8. Mais
cette fois c’est un peu plus délicat de prouver que ℓp muni des opérations (1.3) et (1.4)
est un espace vectoriel et l’application

x “ pxkq P ℓp ÞÑ }x}p “

˜

ÿ

kě0

|xk|p

¸1{p

est une norme sur ℓp. On aura besoin pour cela d’une inégalité de convexité.
Pour 1 ă p ă 8, on appelle exposant conjugué de p le nombre p˚ défini par

1
p

`
1
p˚

“ 1.

C’est-à-dire
p˚ “

p
p ´ 1

.

Quand p “ 1 (resp. p “ 8), on pose p˚ “ 8 (resp. p˚ “ 1).

Lemme 1.1. (Inégalité de Young) Soient 1 ă p ă 8, a ą 0 et b ą 0. Alors, on a

ab ď
1
p

ap `
1
p˚

bp˚
.

Preuve. La fonction ln étant concave sur s0,`8r, on a

ln
ˆ

1
p

ap `
1
p˚

bp˚

˙

ě
1
p

lnap `
1
p˚

lnbp˚
“ lna ` lnb.

D’où

ln
ˆ

1
p

ap `
1
p˚

bp˚

˙

ě lnpabq.

Le résultat s’ensuit en appliquant à cette inégalité la fonction croissante x Ñ ex. [\

Pour 1 ă p ă 8 et x “ px1, . . . ,xnq P Cn, on utilise, ci-dessous, la notation

}x}n,p “

¨

˝

n
ÿ

j“1

|x j|
p

˛

‚

1{p

.

Proposition 1.1. (Inégalité de Hölder) Soient 1 ă p ă 8, x “ px1, . . . ,xnq P Cn et
y “ py1, . . . ,ynq P Cn. Alors, on a

n
ÿ

j“1

|x j||y j| ď }x}n,p}y}n,p˚ .

# 4



1 Exemples d’espaces normés 5

Preuve. Si x “ 0 ou y “ 0 le résultat est évident. On suppose donc que x ‰ 0 et y ‰ 0.
On obtient, en appliquant l’inégalité de Young, avec a “ |x j|{}x}n,p et b “ |y j|{}y}n,p˚ ,

|x j||y j|

}x}n,p}y}n,p˚
ď

1
p

|x j|
p

}x}
p
n,p

`
1
p˚

|y j|
p˚

}y}
p˚

n,p˚

.

Il en résulte aisément que

n
ÿ

j“1

|x j||y j|

}x}n,p}y}n,p˚
ď

1
p

`
1
p˚

“ 1,

ce qui donne l’inégalité recherchée. [\

Proposition 1.2. (Inégalité de Minkowski) Soient 1 ă p ă 8, x “ px1, . . . ,xnq P Cn et
y “ py1, . . . ,ynq P Cn. Alors, on a

}x ` y}n,p ď }x}n,p ` }y}n,p.

Preuve. On note d’abord que

|x j ` y j|
p “ |x j ` y j|

p´1|x j ` y j| ď |x j ` y j|
p´1|x j| ` |x j ` y j|

p´1|y j|.

Donc

}x ` y}p
n,p ď

n
ÿ

j“1

|x j ` y j|
p´1|x j| `

n
ÿ

j“1

|x j ` y j|
p´1|y j|.

Mais, d’après l’inégalité de Hölder,

n
ÿ

j“1

|x j ` y j|
p´1|x j| ď

¨

˝

n
ÿ

j“1

|x j ` y j|
pp´1qp˚

˛

‚

1{p˚ ¨

˝

n
ÿ

j“1

|x j|
p

˛

‚

1{p

“ }x ` y}p{p˚

n,p }x}n,p,

n
ÿ

j“1

|x j ` y j|
p´1|y j| ď

¨

˝

n
ÿ

j“1

|x j ` y j|
pp´1qp˚

˛

‚

1{p˚ ¨

˝

n
ÿ

j“1

|x j|
p

˛

‚

1{p

“ }x ` y}p{p˚

n,p }y}n,p,

où l’on a utilisé que pp ´ 1qp˚ “ p. D’où

}x ` y}p
n,p ď }x ` y}p{p˚

n,p }x}p ` }x ` y}p{p˚

n,p }y}p,

ce qui donne le résultat car pp1 ´ 1{p˚q “ 1. [\
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6 1 Exemples d’espaces normés

Théorème 1.1. (a) Pour 1 ď p ă 8, ℓp est un espace vectoriel pour les opérations
(1.3) et (1.4) et } ¨ }p est une norme sur ℓp.
(b) Si 1 ď p ď q ă 8 alors ℓp Ă ℓq Ă ℓ8, avec

}x}8 ď }x}q ď }x}p, x P ℓp.

(c) Si x “ pxkq P ℓp et y “ pykq P ℓp˚
alors xy “ pxkykq P ℓ1 et

}xy}1 ď }x}p}y}p˚ .

Preuve. (a) Soient x “ px jq, y “ py jq P ℓp et λ P C. Pour tout entier positif k, d’après
l’inégalité de Minkowski, on a

k
ÿ

j“1

|x j ` y j|
p ď p}x}p ` }y}pqp.

Donc la série
ř

|x j ` y j|
p est convergente et

ÿ

jě1

|x j ` y j|
p ď p}x}p ` }y}pqp.

C’est-à-dire
}x ` y}p ď }x}p ` }y}p.

On a aussi }λx}p “ |λ |}x}p. On en déduit aisément que ℓp est un espace vectoriel et
} ¨ }p est une norme sur ℓp.
(b) Soit x “ pxkq P ℓp. Si p ă q, comme |xk|{}x}p ď 1, pour chaque k, on a

ˆ

|xk|

}x}p

˙q´p

ď 1,

ou de façon équivalente
ˆ

|xk|

}x}p

˙q

ď

ˆ

|xk|

}x}p

˙p

.

Il en résulte, en prenant la somme sur k,

}x}
q
q

}x}
q
p

ď
}x}

p
p

}x}
p
p

“ 1.

Par suite ℓp Ă ℓq et }x}q ď }x}p. Le reste de la preuve est évidente.
(c) Pour x P ℓp et y P ℓp˚

, grâce l’inégalité de Hölder, on a, pour chaque k,

k
ÿ

j“1

|xk||yk| ď }x}p}y}p˚ .
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1 Exemples d’espaces normés 7

On en déduit que la série
ř

|xk||yk| est convergente et

}xy}1 ď }x}p}y}p˚ ,

ce qui achève la preuve. [\

Soit pΩ ,B,µq un espace mesuré, avec µ une mesure positive σ -finie. On désigne
par L pΩ ,B,µq l’espace vectoriel fonctions positives intégrables par rapport à la me-
sure µ .

Pour 1 ď p ă 8 on désigne par L PpΩ ,B,µq l’ensemble des fonctions B-
mesurables f à valeurs dans K telles que |ℜ f |p et |ℑ f |p sont dans L pΩ ,B,µq.

Dans le reste de ce texte, sauf si on a besoin de spécifier l’espace mesuré ambiant,
on notera tout simplement L ppΩ ,B,µq par L p.

Pour 1 ă p ă 8, en procédant comme pour les ℓp (voir aussi Exercice 1.5), on
montre que L p est un espace vectoriel (sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel
des fonctions de Ω dans K) et que l’application

} ¨ }p : f P L p Ñ } f }p “

ˆ
ż

Ω
| f |pdµ

˙1{p

est une semi-norme sur L p. Le cas p “ 1 est évident. Mais } ¨ }p n’est pas une norme
car } f }p “ 0 signifie seulement que f “ 0 µ-pp. On considère alors le sous-espace
vectoriel de L p défini par

L0 “ t f P L p; f “ 0 µ ´ ppu.

Il est alors intéressant de noter que

} f }p “ }g}p si f ´ g P L0,

ce qui garantit que } ¨ }p est une norme sur l’espace vectoriel quotient Lp “ L p{L0
et que } f }p est invariante si on remplace f par une fonction qui lui est égale µ-pp, ce
permet dans la pratique d’identifier une fonction avec sa classe d’équivalence.

On définit de même L 8 “ L 8pΩ ,B,µq l’ensemble des fonctions f : Ω Ñ K
mesurables telles qu’il existe C ą 0 pour lequel | f pxq| ď C µ-pp sur Ω . On pose alors

} f }8 “ inftC; | f pxq| ď C µ ´ pp sur Ωu.

On montre aisément que L 8 est un espace vectoriel et que } ¨ }8 est une norme sur
L8 “ L 8{L0.

# 7



8 1 Exemples d’espaces normés

Exercices

1.1. Soit E un espace vectoriel semi-normé.
(a) Montrer que

}x} ` }y} ď 2maxp}x ` y},}x ´ y}q, x,y P E.

(b) Montrer que F “ tx P E; }x} “ 0u est un sous-espace vectoriel de E.

1.2. Pour 1 ď p ă 8, on définit sur ℓp l’application

Npxq “ sup

#ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

kě1

xkyk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

; y “ pykq P ℓp˚
, }y}p˚ “ 1

+

, x “ pxkq P ℓp.

Démontrer que N “ } ¨ }p.

1.3. Soient d une métrique sur un ensemble E et ρ : R` Ñ R` une fonction croissante
vérifiant ρp0q “ 0, ρptq ą 0 si t ą 0 et

ρpt ` sq ď ρptq ` ρpsq, t,s P R`.

ρptq “ minp1, tq, t ě 0, et ρptq “ t{p1 ` tq, t ě 0, sont deux exemples de fonctions
qui vérifient les conditions ci-dessus. De plus, ces deux fonctions sont continues sur
r0,`8r.

On pose
dρ px,yq “ ρpdpx,yqq, x,y P E.

Démontrer que dρ est un distance sur E.

1.4. Soit E un espace vectoriel normé.
(a) Soient C Ă E un ensemble convexe et f : C Ñ R une fonction convexe. Démontrer,
où s P R, que l’ensemble

Cs “ tx P C; f pxq ď su

est convexe.
(b) Soit p : E Ñ R` positivement homogène. Montrer que p est sous-additive si et
seulement si l’ensemble

Cp “ tx P E; ppxq ď 1u

est convexe. En particulier, p : E Ñ R` est une semi-norme si ppλxq “ |λ |ppxq, pour
tous λ P K, x P E et si tx P E; ppxq ď 1u est convexe.

1.5. Soit 1 ă p ă 8 et on pose

} f }p “

ˆ
ż

Ω
| f |pdµ

˙1{p

, f P Lp.

(a) Démontrer l’inégalité de Hölder

} f g}1 ď } f }p}g}p˚ , f P Lp, g P Lp˚
.

(b) En déduire que } ¨ }p est une norme sur E.

# 8



1 Exemples d’espaces normés 9

1.6. Soit E l’espace vectoriel des polynômes réels. On considère sur E les deux
normes suivantes :

N8pPq “ sup
xPr0,1s

|Ppxq| et N1pPq “

ż 1

0
|Ppxq|dx, P P E.

Si Ppxq “
řk

j“0 a jx j, on pose

NpPq “

k
ÿ

j“0

|a j|.

(a) Montrer que N est une norme sur E et que N1 ď N8 ď N.
(b) Vérifier que N1 n’est équivalente ni à N8, ni à N.
(c) (i) Soit pPkq la suite de polynômes

Pkpxq “

k
ÿ

j“0

ˆ

x2 j`1

2 j ` 1
´

x2 j`2

2 j ` 2

˙

, k ě 1.

Vérifier que, pour chaque k, Pk est croissant sur r0,1s. En déduire que limk N8pPkq ă

8.
(ii) N8 et N sont-elles équivalentes?

1.7. On munit E “ Cpr0,1s,Kq de la norme

} f }8 “ sup
xPr0,1s

| f pxq|, f P E.

Soient f1, . . . , fp P E et

N : Kp Ñ R` : x “ px1, . . . ,xpq ÞÑ }x1 f1 ` . . .xp fp}8.

A quelle condition N définit-elle une norme sur Kp ?

1.8. (Distance ultramétrique) On considère sur un ensemble donné E une application
d : E ˆ E Ñ R` qui satisfait aux conditions suivantes :
(α) dpx,yq “ 0 si et seulement si x “ y.
(β ) dpx,yq “ dpy,xq, x, y P E.
(γ) dpx,zq ď maxpdpx,yq,dpy,zqq, x, y, z P E.
(a) (i) Montrer que d est une distance sur E. On appelle une telle application une
distance ultramétrique.
(i) Soient x, y, z P E. Vérifier que si dpx,yq ‰ dpy,zq alors

dpx,zq “ maxpdpx,yq,dpy,zqq.

(b) Soit p un nombre premier fixé. Pour n P N, on note µpnq l’exposant de p dans
la décomposition de n en nombres premiers. Si x “ ˘n{m, avec n,m P N˚, on pose
µpxq “ µpnq ´ µpmq.
(i) Vérifier que µpxq ne dépend pas de la décomposition de x sous la forme x “ ˘n{m.
(ii) Démontrer que µpxyq “ µpxq ` µpyq, x,y P Q.

# 9



10 1 Exemples d’espaces normés

(iii) Montrer que µpx ` yq ě minpµpxq,µpyqq, d’abord pour x, y P Z et ensuite pour x,
y P Q.
(iv) On définit sur QˆQ l’application d par dpx,xq “ 0, x P Q, et

dpx,yq “ p´µpx´yq, x,y P Q, x ‰ y.

Démontrer que d est une distance ultramétrique sur Q.

1.9. Soit E “ t f P C1pr0,1s;Rq; f p0q “ 0u. On définit sur E l’application

N0p f q “ supt| f pxq ` f 1pxq|; x P r0,1su, f P E.

(a) Vérifier que N0 est une norme sur E.
(b) Démontrer que N0 est équivalente à la norme N1 donnée par

N1p f q “ supt| f pxq| ` | f 1pxq|; x P r0,1su, f P E.

Solutions des exercices

1.1 (a) Pour x, y P E, on écrit

x “
x ` y

2
`

x ´ y
2

.

On en déduit que
}x} ď }x ` y}{2 ` }x ´ y}{2.

En intervertissant les rôles de x et y, on a aussi

}y} ď }x ` y}{2 ` }x ´ y}{2.

Par conséquence

}x} ` }y} ď }x ` y} ` }x ´ y} ď 2maxp}x ` y},}x ´ y}q.

(b) Soient x, y P F et λ P K. D’où }x} “ }y} “ 0. Mais }x ` y} ď }x} ` }y} et }λx} “

|λ |}x}. Par suite, }x`y} “ 0 et }λx} “ 0, c’est-à-dire x`y P F et λx P F . Ceci prouve
bien que F est un sous-espace vectoriel de E.

1.2 Soient x “ pxkq P ℓp et y “ pykq P ℓp˚
vérifiant }y}p˚ “ 1. On obtient, en appliquant

l’inégalité de Hölder,
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

kě1

xkyk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď }x}p}y}p˚ “ }x}p.

Par conséquence Npxq ď }x}p.
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1 Exemples d’espaces normés 11

On fixe maintenant x P ℓp, x ‰ 0 et on pose zk “ xk|xk|p´2 si xk ‰ 0 et zk “ 0 sinon.
En tenant compte de la relation p˚pp ´ 1q “ p, un simple calcul donne, où z “ pzkq,

}z}
p˚

p˚ “ }x}p
p.

Donc y “ pykq “ z{}x}
p{p˚

p P ℓp˚
et }y}p˚ “ 1. Il en résulte

Npxq ě

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

kě1

xkyk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
}x}

p
p

}x}
p{p˚

p
“ }x}p.

1.3 On note d’abord que dρ px,yq “ 0 signifie ρpdpx,yqq “ 0 et ceci est vérifié si et
seulement si dpx,yq “ 0, donc si et seulement si x “ y car d est une distance. Par
ailleurs, pour x,y P E, on a

dρ px,yq “ ρpdpx,yqq ď ρpdpx,yq ` dpy,zqq

ď ρpdpx,yqq ` ρpdpy,zqq “ dρ px,yq ` dρ py,zq.

Donc dρ est bien une métrique sur E car on a trivialement dρ px,yq “ dρ py,xq, pour
tous x, y P E.

1.4 (a) Soient x,y P Cs et λ P r0,1s. On a alors

f pλx ` p1 ´ λ qyq ď λ f pxq ` p1 ´ λ q f pyq ď λ s ` p1 ´ λ qs “ s.

D’où λx ` p1 ´ λ qy P Cs.
(b) Quand p est sous-additive, on a vu plus haut que p est convexe. Donc Cp est
convexe par (a). Inversement, on suppose que Cp est convexe. Soient x,y P E et on se
donne α ą ppxq et β ą ppyq. Donc x̃ “ α´1x et ỹ “ β ´1y sont dans Cp. Grâce à la
convexité de Cp, on a

α
α ` β

x̃ `
β

α ` β
ỹ “

x ` y
α ` β

P Cp.

Puisque p est positivement homogène, il s’ensuit que

ppx ` yq

α ` β
ď 1,

ou de façon équivalente
ppx ` yq ď α ` β .

Il suffit de faire tendre α vers ppxq et β vers ppyq pour avoir ppx ` yq ď ppxq ` ppyq.

1.5 (a) On suppose que f et g sont non identiquement nulles car sinon la résultat
est immédiat. On applique alors l’inégalité de Young, avec a “ | f pxq|{} f }p et b “

|gpxq|{}g}p˚ , pour tout x P Ω tel que | f pxq| ă 8 et |gpxq| ă 8. On obtient

| f pxq||gpxq|

} f }p}g}p˚
ď

1
p

| f pxq|p

} f }
p
p

`
1
p˚

|gpxq|p˚

}g}
p˚

p˚

.
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12 1 Exemples d’espaces normés

En intégrant sur Ω et en tenant compte du fait | f pxq| ă 8 et |gpxq| ă 8 µ-pp sur
Ω , il vient

} f g}1

} f }p}g}p˚
ď

1
p

} f }
p
p

} f }
p
p

`
1
p˚

}g}
p˚

p˚

}g}
p˚

p˚

“ 1.

D’où le résultat.
(b) Il suffira de montrer } ¨ }p est sous-additive. Les deux autres propriétés sont évi-
dentes. Pour f ,g P Lp, on a, comme dans la preuve de l’inégalité de Minkowski,

| f pxq ` gpxq|p ď | f pxq ` gpxq|p´1| f pxq| ` | f pxq ` gpxq|p´1|gpxq|, µ´pp.

Après intégration et application de l’inégalité de Hölder, à chacun des deux termes du
membre de l’inégalité ci-dessus, on obtient

} f ` g}p
p ď }| f p¨q ` gp¨q|p´1}p˚ } f }p ` }| f p¨q ` gp¨q|p´1}p˚ }g}p

et donc
} f ` g}p

p ď } f ` g}p{p˚

p } f }p ` } f ` g}p{p˚

p }g}p.

On en déduit, comme on l’a fait dans la preuve l’inégalité de Minkowski,

} f ` g}p ď } f }p ` }g}p,

ce qui termine la preuve.

1.6 (a) Il est évident que N définit une norme sur E et que N1 ď N8. D’autre part, si
P P E alors

|Ppxq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

k
ÿ

j“0

a jx j

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

k
ÿ

j“0

|a j|, x P r0,1s.

D’où N8 ď N.
(b) Si Pkpxq “ kxk´1, k ě 1, un simple calcul donne

N1pPkq “ 1 et N8pPkq “ NpPkq “ k.

Donc N1 ne peut pas être équivalente ni à N8, ni à N.
(c) (i) On a

P1
kpxq “

k
ÿ

j“0

px2 j ´ x2 j`1q ě 0, x P r0,1s.

Donc Pk est croissant sur r0,1s. Comme Pkp0q “ 0, on a donc

N8pPkq “ Pkp1q “

k
ÿ

j“0

ˆ

1
2 j ` 1

´
1

2 j ` 2

˙

“

2k`2
ÿ

j“1

p´1q j`1

j
. (1.5)

(ii) D’après (1.5),

lim
kÑ`8

N8pPkq “
ÿ

jě1

p´1q j`1

j
ă 8.
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1 Exemples d’espaces normés 13

D’autre part,

lim
kÑ`8

NpPkq “
ÿ

jě1

1
j

“ `8.

On en déduit que N8 et N ne sont pas équivalentes.

1.7 Clairement N est une semi-norme. Par ailleurs, } ¨ }8 étant elle-même une norme,
on a Npxq “ 0 si et seulement si x1 f1 ` . . .`xp fp “ 0. Donc pour que Npxq “ 0 entraine
x “ 0 il faut et il suffit que p f1, . . . , fpq soit une famille libre.

1.8 (a) (i) Il n’y a que l’inégalité triangulaire à vérifier. Soient x, y, z P E. On a
trivialement

dpx,yq ď dpx,yq ` dpy,zq,

dpy,zq ď dpx,yq ` dpy,zq.

D’où, d’après (γ),

dpx,zq ď maxpdpx,yq,dpy,zqq ď dpx,yq ` dpy,zq.

(ii) On suppose par exemple que dpx,yq ă dpy,zq. Dans ce cas, on a

dpx,zq ď maxpdpx,yq,dpy,zqq “ dpy,zq.

On a aussi
dpy,zq ď maxpdpx,yq,dpx,zqq.

Par ailleurs, si on avait dpx,yq ě dpx,zq alors on aurait dpy,zq ď maxpdpx,yq,dpx,zqq “

dpx,yq, ce qui impossible. Ainsi

dpx,zq “ dpy,zq “ maxpdpx,yq,dpy,zqq.

Dans le cas dpy,zq ă dpx,yq on obtient, en intervertissant les rôles de x et z,

dpx,zq “ dpx,yq “ maxpdpx,zq,dpy,xqq.

Ceci termine la preuve puisque les deux dernières identités sont les mêmes.
(b) (i) Comme µp´xq “ µpxq, on peut supposer que x ą 0. Si x “ n{m “ n1{m1, avec
n, m, n1, m1 P N˚, et si n “ pα n1, m “ pβ m1, n1 “ pα 1

n1
1 et m1 “ pβ 1

m1
1. Puisque

nm1 “ n1m, on a la relation α ` β 1 “ α 1 ` β , ce qui donne

µpxq “ α ´ β “ α 1 ´ β 1.

(ii) On écrit x “ pα x1 et y “ pβ y1, où α , β PZ, et on suppose que ni les numérateurs, ni
les dénominateurs de x1 et y1 ne sont divisibles par p. Dans ce cas, on a xy “ pα`β x1y1.
On en déduit que µpx ` yq “ α ` β “ µpxq ` µpyq.
(iii) Soient x “ pα x1 P Z et y “ pβ y1 P Z. On suppose par exemple que α ď β . On
peut alors écrire

x ` y “ pα px1 ` pβ ´α y1q.
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14 1 Exemples d’espaces normés

Puisque x1 ` pβ ´α y1 P Z, il vient

µpx ` yq ě α “ minpµpxq,µpyqq.

On suppose à présent que x “ n{m P Q et y “ n1{m1 P Q. On a alors x ` y “ pnm1 `

n1mq{pmm1q. D’où
µpx ` yq “ µpnm1 ` n1mq ´ µpmm1q.

Mais, d’après le cas de la somme de deux entiers, on a

µpnm1 ` n1mq ě minpµpnm1q,µpn1mqq “ minpµpnq ` µpm1q,µpn1q ` µpmqq.

Par suite

µpx ` yq ě minpµpnq ` µpm1q,µpn1q ` µpmqq ´ µpmq ´ µpm1q

“ minpµpnq ´ µpmq,µpn1q ´ µpm1qq “ minpµpxq,µpyqq.

(iv) Il est évident que d satisfait à (α) et (β ). Il reste donc à vérifier (γ). Pour x, y,
z P Q, on a

dpx,zq “ p´µpx´zq “ p´µppx´yq`py´zqq,

ce qui, combiné avec (iii), implique

dpx,zq ď p´minpµpx´yq,µpy´zqq ď maxpp´µpx´yq, p´µpy´zqq.

Autrement dit, on a
dpx,zq ď maxpdpx,yq,dpy,zqq.

1.9 (a) Il est facile de voir que N0 est une semi-norme. Il reste à montrer que N0p f q “

0, f P E, entraine f “ 0. Ici f P E vérifiant N0p f q “ 0 signifie que

f 1pxq ` f pxq “ 0, x P r0,1s et f p0q “ 0.

La solution de l’équation différentielle f 1 ` f “ 0 est de la forme f pxq “ λe´x. Donc
λ “ 0 si f doit satisfaire f p0q “ 0. Ainsi, f “ 0.
(b) On a trivialement N0p f q ď N1p f q, pour tout f P E. Inversement, soit f P E. Si | f |

atteint son maximum en x0 Ps0,1r alors f 1px0q “ 0. Dans ce cas

maxt| f pxq|; x P r0,1su “ | f px0q| “ | f px0q ` f 1px0q| ď N0p f q.

Par ailleurs, comme

| f 1pxq| ď | f pxq| ` | f pxq ` f 1pxq|, x P r0,1s,

on conclut N1p f q ď 3N0p f q. Si | f | atteint son maximum en x “ 1 alors f et f 1 sont de
même signe en x “ 1. On en déduit que

maxt| f pxq|; x P r0,1su “ | f p1q| ď | f p1q ` f 1p1q| ď N0p f q,

et on complète la preuve comme pour le cas précédent. Finalement, si | f | atteint son
maximum en 0 alors f “ 0 et le résultat est trivial.
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