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Notations

Abréviations

p-s.

presque sire, presque stirement

p.p. (u-p.p)  presque partout (relativement a la mesure )
Ensembles
K RouC
P ensemble des entiers premiers P = {2,3,5,7,11,...}
P(Q) ensemble des parties de 2
ANB intersection de A et B
AUB réunion de A et B
AUB réunion disjointe de A et B(ANB =9, AUB:=AUB)
L|An  réunion disjointe
n
ANB =ANB°¢
A —B = A\ B, étant entendu que B C A
A€ complémentaire de A (dans Q)
AnTA, A=Ilim1TA, limite croissante p- 23
A, lA, A=Ilim] A, limite décroissante p- 23
A* = limsup Ap m U Ay §1.3
n kzn
A. =liminfA, | J () Ax §1.3
n kzn
My, (K) ensemble des matrices carrées d’ordre n
My, 1(K)  ensemble des vecteurs colonnes d’ordre n
¢*(I,K)  ensemble des fonctions f : I — K de classe €%
Fonctions
f(zT), f(x+0) limite a droite lim f(z + h)
h—0t
f(z7), f(x—0) limite & gauche lim f(z+ h)
h—0—
f(400) limite en 400 : lim f(z)
x—+o00o
f(—o00) limite en —oo : lim f(z)
Tr—r— 00
f*g produit de convolution §A.10.d
Il sup |£(@)]
zeK




16 NOTATIONS
Probabilités
Q univers, espace des épreuves
T, 5 AU tribus (« T » et « F » gothiques) ou algébres (« A »)
w réalisation du hasard (élément de Q)
1a indicatrice de A §3.1.e
P, Q probabilités
Pa probabilité conditionnée par A §2.1.a
{XeA} événement lié & une variable aléatoire
P®Q probabilité produit §7.1.b
cX matrice de covariance du vecteur X §7.2
Cov(X,Y) covariance du couple (X,Y)
E(X) espérance de la variable X
P(A),P{X € B} probabilité
V(X) variance de la variable X
oy écart-type de X
N(x) fonction de répartition de la loi .4 (0 ;1) §8.1.e
n(z) densité de probabilité de la loi .4 (0 ;1) §8.14
XAY, XAm min(X,Y), min(X, m)
X! variable centrée X’ = X — E(X)
X* variable centrée réduite X* = (X — EX) /oy
X+ max(X,0) p. 165
X~ max(—X, 0) p- 165
XEYy égalité presque stre : P{X =Y} =1
XL1Y X et Y sont indépendantes §7.1.b
X, 25X convergence presque stre §13.1
X, 25 X convergence en probabilité §13.2
Xn £, X convergence en loi (convergence étroite) §13.4
Xn X convergence dans LP §13.16
X~ X suit la loi .
% (p) loi de Bernoulli de parameétre p € [0;1] §3.2.b
P (n;p) loi binomiale de paramétres n et p §3.2.d,
€ (m;a) loi de Cauchy de paramétres m et a §8.1.h
& () loi exponentielle de paramétre o §8.1.d
9 (p) loi géométrique de paramétre p §3.2.e
N (m ;02) loi normale de moyenne m et de variance o2 §8.1.e
2 (N) loi de Poisson de paramétre A §3.2.g
B, B(R), B(R")  tribu des boréliens de R, de R™ §B.3.a
T, ¢ tribus
Dx systéme complet induit par une variable discréte p. 65
o(X) tribu engendrée par X §7.1.b
o0(X1,Xs2,...,Xy) tribu engendrée par Xq,Xa,..., X, §14.1
n U(XH7X7L+1>XH+2a~~~) §14~1
ba mesure de Dirac en a
£9(Q) espace des variables aléatoires
L% () espace des variables aléatoires positives
LP(82) espace des variables aléatoires bornées
£l Lt espaces des variables intégrables : E |X| < 400 §6.2.b
£2,12 espaces des variables de carre intégrables : E |X\2 <4+ §6.2.c




Introduction

Les dés auzr minutes comptées,
les dés inaptes a étreindre,
parce qu’ils sont naissance et vieillesse.

René CHAR, Partage formel XXXVIIIL.

Que trouve-t-on dans ce livre?

Ce livre couvre en principe le programme de mathématiques de I’Agrégation externe

e pour les épreuves d’écrits,
e pour les lecons d’oral,

c’est-a-dire le programme commun a l’ensemble des candidats et candidates, indépendam-
ment de 'option choisie.

S’il ne couvre pas I’ensemble des connaissances nécessaires a I’épreuve de modélisation
de 'option A, il en traite certaines (vecteurs gaussiens, intervalles de confiance, convergence
de suites de variables aléatoires).

On y trouvera entre autres :

e [’essentiel du cours : les théorémes et la plupart des démonstrations, ou bien des
renvois bibliographiques‘".
e Quelques exercices d’applications, dont le but est double : s’entrainer a maitriser les

notions, et illustrer un plan de cours. Le niveau de difficulté des exercices est gradué
en :

> (o) : exercice d’application directe.
> (%), (%x) : exercice simple / plus délicat.
> (), (d#ese) : exercice difficile, café recommandé / nécessaire

Parfois, des indications suivent la liste d’exercice. Tous ceux de difficulté au moins une
étoile sont corrigés.

e Des exemples d’applications, sortant parfois du cadre de la théorie des probabilités
et débordant sur d’autres lecons — voire donnant quelques rares applications & la
physique (aprés tout, la théorie des probabilités est née pour modéliser le monde réel,
avant de devenir une discipline autonome).

e De nombreuses figures qu’il est bon d’avoir en téte au moment de présenter une lecon
(pas seulement a I’Agrégation, mais dans votre futur métier de professeur).

e Quelques compléments, plus délicats, notés (x), et qui peuvent étre omis en premiére
lecture.

(1y. Nous ne saurions trop conseiller de lire les grands ouvrages classiques, et ne pas se limiter a
des manuels de cours!
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Choix pédagogiques

Il existe de nombreuses maniéres de présenter un cours. Nous n’avons pas choisi d’étre
synthétiques mais, au contraire, de proposer plusieurs grilles de lecture. Par exemple, beau-
coup de résultats sur les variables discrétes sont montrés avec des outils spécifiques a ces
variables, bien qu’il et été possible de les faire découler de théorémes plus généraux.

Il faut cependant bien garder en téte que, lorsque vous présentez un développement, vous
choisissez également le niveau auquel vous voulez le présenter. Si la théorie de la mesure vous
met mal & I’aise, vous pouvez trés bien présenter une belle lecon de probabilité dans laquelle
la mesure ne joue qu’un role minime ou transparent‘®, en vous focalisant sur les variables
discrétes qui offrent de trés belles propriétés et des exemples d’applications nombreux. Dans
tous les cas, adaptez le niveau de votre lecon au niveau des questions que vous étes préts a
entendre.

Aussi, on ne s’étonnera pas de voir cohabiter des résultats trés simples et d’autres plus
délicats.

Liens internes

Le symbole « # » indique le numéro d’un exercice qu’il est suggéré de chercher a ce stade
de la lecture.

Le symbole « ¢ » indique un lien vers un autre chapitre au programme de 1’Agrégation
— que ce soit en Analyse, en Algébre ou en Géométrie. Ce lien apparait en petit, sous la
forme suivante, généralement en début de paragraphe :

& Arithmétique

Ces différents liens sont également repris dans I’Index, sous ’entrée « En lien avec... ».
Vous pouvez donc parcourir ce morceau d’Index lorsque vous recherchez, mettons, un exemple
d’application & intégrer dans une legon sur « Fonction définie par une intégrale dépendant
d’un parameétre. Exemples et applications. »

Citations du jury

Vous trouverez réguliérement des indications de la forme

# Rapport du jury «

« Loi d’une variable aléatoire » Les candidats aguerris pourront aborder
le probleme de la caractérisation de la lot par les moments.

qui vous indiquent pourquoi tel ou tel complément de cours a été écrit ici. Bien évidemment,
certaines remarques du jury sont des suggestions : ne vous sentez pas obligés de traiter
les suggestions les plus difficiles si vous manquez d’assurance : il vaut mieux présenter un
résultat modeste mais solidement établi. En revanche, une bonne maitrise d’un sujet délicat
sera évidemment trés appréciée.

« Thémes »

Une trentaine de « Thémes » sont intégrés a 'ouvrage. Ce ne sont en aucun cas des déve-
loppements préts a I'emploi‘® mais des suggestions, des digressions, d’agréables promenades
(aléatoires bien siir) que vous pouvez intégrer a des legons, des exemples, des exercices, des
développements.

Une liste des thémes est présentée page 595.

(2). Le premier tome du célébre ouvrage de W. Feller An introduction to probability theory and
its applications 13| s’en passe totalement.

(3). Dont il faut toujours se méfier, car ils lassent les jurys au moment o, au contraire, il faut
les réveiller avec énergie, bonne humeur, enthousiasme et, bien entendu, de solides connaissances.
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Depuis les travaux de Kolmogorov'", il est d’usage de modéliser la notion intuitive
de probabilité a I’aide de quelques ax1omes, et d’une interprétation des différents
objets mis en jeu.

Rappelons tout d’abord que, dans la vie réelle, un résultat est réputé aléatoire
lorsqu’il est le résultat d’une expérience dont on ne sait pas, pour un certain nombre

(1). Les parents d’Andrei Nikolaievitch KoLmocorov (1903-1987) ne I’éduquérent pas, sa mére
étant morte en couches et son pére, un agriculteur, étant exilé pour raisons politiques. Il grandit
donc dans 'affection de sa tante, puis devint conducteur de chemin de fer tout en poursuivant ses
études, avant d’aller suivre des cours de physique et de mathématiques a 1’Université de Moscou.
Dans son temps libre, il écrit un traité sur la mécanique newtonienne. Ses travaux portérent ensuite
sur des sujets trés divers, comme les séries de Fourier, la logique, I’axiomatisation des probabilités, les
processus markoviens et la théorie de I'information. En physique, il contribua de maniére décisive a la
théorie de la turbulence, a I’étude du chaos et des systémes dynamiques et & la théorie hamiltonienne
(la « théorie KAM »).



22 1. ESPACES PROBABILISES

de raisons, prédire avec certitude le résultat. Si cette expérience est reproductible,
aussi précisément que possible, et qu’aprés un grand nombre de fois (noté n) un
certain résultat R est réalisé r fois, alors on dira que la probabilité que ce résultat ce
réalise est ~ r/n (nombre de cas favorables sur nombre de cas total).

Toute formalisation des probabilités devra impérativement rendre compte de ce
résultat.

Dans la théorie de Kolmogorov, ce résultat (et ses généralisations) sera justifié par
le théoréme appelé Loi des grands nombres (chapitre 16).

L’idée de Kolmogorov est de considérer tous les résultats possibles du hasard,
toutes les réalisations possibles et imaginables, un peu comme dans les théories des
univers multiples d’Everett™ ou tout simplement comme dans les mondes paralléles
chers a la Science-Fiction classique. L’ensemble de tous ces mondes possibles est gé-
néralement appelé Q.

Un observateur est simplement un habitant d’'un de ces mondes paralléles, et il
n’a accés qu'aux renseignements de ce monde (noté génériquement w). Cet w est tout
simplement ce que le Destin a réservé a I'observateur (dans d’autres univers paralléles,
le destin est un peu différent, ou l’est beaucoup).

Les différentes expériences possibles sont modélisées par des variables aléatoires
(et des réalisations multiples d'une « méme » expérience, comme lancer un dé, par
une suite de variables aléatoires, mais toujours évaluées en I'unique w connu de notre
observateur).

1.1 Axiomes des probabilités

1.1.a Rappels de vocabulaire ensembliste
Soit 2 un ensemble.

e Si A et B sont des parties de 2, on note A \ B I'ensemble des éléments de A
qui ne sont pas dans B :

ANB=ANB={zecA; x¢B}.

e Si B est inclus dans A, on notera A — B 'ensemble A \ B.
e Si A et B sont des parties disjointes, on note A LI B leur réunion disjointe :

AUB:=AUB quand ANB = @.

Si (Ag);cp est une famille de parties deux a deux disjointes, on note | |; A; la
réunion disjointe | J; A;.

(2). Le mathématicien et physicien Hugh EVERETT (1930-1982) est connu pour avoir proposé une
interprétation originale de la mécanique quantique, allant a Pencontre de linterprétation de 'Ecole
de Copenhague, au cours de sa thése de doctorat qu’il a préparé sous la direction de John Archibald
WHEELER. Dans cette interprétation, ’existence de mondes multiples évite notamment le probléme
la réduction du paquet d’ondes qui introduisait une notion d’aléatoire peu satisfaisante.
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AUB AUB

Figure 1.1 — Opérations ensemblistes.

e On étend les notations précédentes aux familles vides : si I = & est ’ensemble

vide,
UAzZQ |_|Az:® ﬂAz:Q

iel iel iel
e On munit I’ensemble des parties de €2 de l'ordre partiel induit par la relation
d’appartenance. Une suite (A,,), >0 est croissante si A,, C A, 11 pour tout n € N.

e Si (Ap)n>0 est une suite de parties de €2, alors on définit sa borne supérieure
et sa borne inférieure comme

sup A, := [j A, et inf A, := ﬁ A,
n n=0 "

n=0

e Si(Ay)n>0 est une suite croissante de parties de Q (c’est-a-dire que A,, C A, 11
pour tout entier n), sa borne supérieure est également appelée limite de (A,,)n>0
et notée lim 1T A, :

oo
1171Ln TA,= U A,,.
n=0
Si 'on note A :=1lim 1 A,,, on écrit alors A,, T A.
e De méme, si (A, )n>0 est décroissante, on écrit

A, LA avec A:=1lim | A, = ﬂ A,,.
n=0

1.1.b Tribus

Pour des raisons techniques'®, dans un premier temps, mais également par com-
modité dans certaines parties de la théorie, nous devons nous contenter de définir une
mesure non pas sur I’ensemble des parties de €2, mais seulement sur certaines d’entre
elles.

Afin de pouvoir écrire des formules de type

P(A)=1-P(A) ou P[[]A,]=D P@A,),

nous demanderons que l’ensemble de ces parties soit stable par passage au complé-
mentaire par réunion dénombrable.

(3). Liées a des difficultés lors de I'utilisation de I’Axiome du choix dans sa version la plus
générale. Voir section B.1 page 570 de ’annexe B, et en particulier ’encadré 30 page 571.
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Définition 1.1 (Tribu) — Une tribu sur Q est une partie T de 'ensemble P(2) des
parties de €2, vérifiant les propriétés suivantes :

i) QeT;
i1t) pour tout A de T, son complémentaire A€ est dans T ;

iii) T est stable par réunions (finies ou) dénombrables : si (A,,),>0 est une suite
d’éléments de T, alors

[j A, €%
n=0

Une tribu est également appelée o-algébre, la lettre o rappelant que les réunions
peuvent étre dénombrables.

Remarque 1.2 On définit une algébre en n’exigeant que la stabilité par réunion finie. Voir I’annexe B
page 569.

Ezemple 1.8 Soit © un ensemble. Alors {@, Q} est une tribu (tribu grossiére), ainsi que P(Q2) (tribu
triviale).

Ezemple 1.4 Pour tout n € Z, notons I, :=[n;n + 1[. On construit une tribu T sur R en considérant
tous les ensembles de la forme Ak :=| |, ck In, ot K est une partie quelconque de Z. Alors T est une
tribu, dont on remarquera qu’elle ne contient pas d’élément plus petit qu’un intervalle [n;n + 1] (et
notamment, pas de singleton).

Théoréme 1.5 (Propriétés élémentaires des tribus) — Soit ¥ une tribu de Q.

i) T est stable par intersection dénombrable : si (Ay)n>0 est une suite d’éléments
de T, alors

ﬁ A, €T,
n=0

i1) Ainsi, T est stable par passage a la borne supérieure et borne inférieure.

1) L’intersection d’une famille de tribus de € est encore une tribu.

Comme avec des nombreuses structures connues (espace vectoriels, groupes), on
peut réduire et définir des sous-tribus, ou bien prendre une partie et considérer la plus
petite tribu la contenant :

Définition 1.6 — Soit § une tribu sur 2. Une partie & de P(2) est une sous-tribu
de § si c’est une tribu et si & C §.

Définition 1.7 (Tribu engendrée) — Soit § = (F;),.; un ensemble non vide de
parties de 2. Comme vu dans la proposition 1.5, I'intersection de toutes les tribus
contenant § est encore une tribu (et elle est non vide puisque P()) est bien une
tribu contenant §). On l'appelle tribu engendrée par §, et on la note o(F). C’est,
par construction, la plus petite tribu contenant §.

Conséquence immeédiate du fait que o(2() est Uintersection de toutes les tribus
contenant 2/ :
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B Proposition 1.8 — Soit 2 une partie de P(£2).

i) Si A est une tribu, alors o(A) = 2.
i) SiAC & et si® est une tribu, alors o(A) C &.

[ DEMONSTRATION : On suppose que 2 est une tribu. On sait que o(2() est 'intersection de toutes
les tribus contenant 2, elle est donc incluse dans toute tribu contenant 2(, et notamment
dans 2 ; ainsi, A C o(A) C 2 ce qui permet de conclure que o(2) = 2.
On suppose que & est une tribu et que A est une partie de P(Q2) incluse dans &. Alors
o(2) est Pintersection d’un certain ensemble de tribus, au rang desquelles on trouve ®, donc
o(2) C &. 1

On en déduit la propriété de croissance ci-dessous, élémentaire mais trés utile.

B Proposition 1.9 (Croissance) — Si § et & sont des ensembles de parties de Q) et si
F C &, alors o(F) C o(®).

[ DEmMonsTRATION : On sait déja que § C & C o(®) ; puisque o(®) est une tribu, la proposition 1.8
permet alors de conclure que o(§) C o(®). 1

Définition 1.10 — On appelle tribu des boréliens de R, et on note B = B(R), la
tribu engendrée par les intervalles de R.

B Proposition 1.11 (Autres caractérisations des boréliens) —

i) B est la tribu engendrée par les intervalles de la forme | —o0;a), pour a parcou-
rant R ;

ii) B est la tribu engendrée par les ouverts de R (et donc également la tribu engen-
drée par les fermés).

1.1.c Espaces probabilisés

Définition 1.12 — On appelle espace probabilisable un couple (Q,%) ou Q est un
ensemble quelconque, et T une tribu sur 2.

e [’ensemble 2 est appelé univers ou espace des épreuves, et ses éléments,
génériquement notés w, sont les épreuves, ou aléas, ou réalisations du hasard,
ou encore résultats d’une expérience.

e Les éléments de la tribu T sont appelés des événements observables ou, plus
succinctement, événements.

e On dit que deux événements A et B sont incompatibles lorsqu’ils sont dis-
joints, c’est-a-dire AN B = @.

Remarque 1.13 (Caractérisation d’une propriété par un ensemble de vérité) Un événement est sou-
vent décrit par une propriété L, pouvant étre ou non vérifiée par les éléments w ; on assimilera dans
toute la suite la propriété L et ’ensemble de vérité de L, qui est I’événement {w SRV L(w)}.

Le cas le plus fréquent est le suivant : si X : 2 — R est une fonction et si A est une partie de R,
alors on note {X € A} I’ensemble {w € Q; X(w) € A}.

Définition 1.14 (Espaces probabilisés) — Soit (€2, T) un espace probabilisable. Une
probabilité (ou encore : mesure de probabilité) sur cet espace est une application
P : T — R vérifiant les propriétés suivantes :

* Axiome 1 : P est & valeurs positives;
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* Axiome 2 : P(Q) = 1;

* Axiome 3 : P est o-additive : pour toute suite (A, ),>o d’¢léments deux a

deux disjoints de T,
P< | ] An) =Y P(A,).
n=0 n=0

Le triplet (2, %, P) est appelé espace probabilisé.

Ezemple 1.15 (Masse de Dirac) Soit Q2 un ensemble quelconque; on le munit de la tribu triviale
T = P(R). Fixons maintenant un élément a €  particulier et posons, pour toute partie A € ¥,

1 sia€A,
P(A) = {O sinon.

Alors P est une probabilité : on I'appelle la masse de Dirac, ou mesure de Dirac, centrée en a, et on
la note habituellement 6.

Ezemple 1.16 (Une probabilité a densité) Q@ = R est muni de la tribu T = B des boréliens. Soit

f :R — R une fonction continue‘*’ et positive, intégrable et telle que f]R f = 1. Pour tout borélien A,
on pose

“+o0o
p)i= [ fod= [T 1a0 fo
A —oo
ou 14 est lindicatrice de A, définie par 15(t) = 1 si t € A et 15(t) = 0 sinon. Alors P est une
probabilité, de densité f.

Des raisonnements « finis » permettent de démontrer les propriétés élémentaires
suivantes :

B Proposition 1.17 (Propriétés « finie ») — Soit (Q, T, P) un espace probabilisé. Soient
A, B des éléments de X.
i) P(@)=0;
it) P est a valeurs dans [0;1];
iii) (croissance) : si A C B, alors P(A) < P(B);
iv) Si A et B sont disjoints, alors P(AUB) =P(A) +P(B);
v) St A C B, alors P(B—A)=P(B) —P(A);
vi) PLANB) =P(A) —P(ANB);
vii) P(A¢) =1 —-P(A);
viii) P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B).

ir) (additivité) : si A1, Ay, ..., A, sont des événements deur & deux disjoints, alors
P(AjUA;U---UA,) =P(A1) + P(As) + -+ P(A,).
x) (sous-additivité) : si Ay, As, ..., A, sont des événements quelconques,

P(AyUAsU---UA,) <P(A1) +P(A2) +---+P(A,).

(4). Ou du moins mesurable pour la tribu des boréliens, c’est-a-dire telle que, pour tout borélien B
de R, son image réciproque f~1(B) est encore un borélien.
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[ DEMONSTRATION : i) : on pose Ag:=% et Ay =@ pour tout n > 1. La suite (Ap)p>0 est com-
posée d’éléments deux & deux disjoints, ’axiome 3 permet donc d’écrire

1=PQ) = <|_|An>*P )+ipg
n=1

et donc P(@) = 0.

w) et iz) : soit n un entier non nul; soient Aj, Aa,..., A, des éléments de T. On pose
Ay := @ pour tout entier k > n + 1; la propriété de o-additivité et la propriété i) permettent
de conclure.

13) et v) : on écrit B= AL (B — A) donc P(B) = P(A) + P(B — A) grace a la propriété
d’additivite.

i) et vit) : pour tout élément A de T, P(A) + P(A°) = 1.

vi) : découle de la formule précédente et de la relation ANB = A — (ANB).

vii) : on écrit

AUB=[A-(ANB)JU[B—(ANB)JUANB

et on applique les propriétés iv) et v).

DAUDRCDRED,

Alternativement, on peut considérer la figure ci-dessous :

O @O

P(AUB) = P(ANB)
z) : se démontre par récurrence sur n en utlhsant la proprlete vm). 1

Mais nous aurons surtout besoin de propriétés faisant intervenir une quantité
infinie d’événements. C’est ici que les tribus et la notion de o-additivité prennent leur
sens.

1.1.d Continuité monotone d’une probabilité

Théoréme 1.18 (Propriétés « dénombrables ») — Soit (2, %,P) un espace proba-
bilisé. Alors

i) Continuité monotone croissante : pour toute suite croissante (By)n>o0

d’éléments de X,
P( QO Bn> = lim P(B,)
ce que l'on écrit aussi P( lim 1 Bn) = lim P(B,).
n—oo n—roo

it) Continuité monotone décroissante : pour toute suite (C,)n>0 décrois-
sante d’éléments de X,

P< N cn) = lim P(C,).
n—oo
n=0

ce que Lon écrit aussi P( lim | C,,) = lim P(C,).
n—r oo

n— oo
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[ DEMONSTRATION

: Montrons la continuité croissante.

Soit (Bn)n>0 une suite croissante d’éléments de T. On pose B_1 = @ et Ap, = By N By1
pour tout n entier. Ainsi, les A,, sont deux a deux disjoints et

Bn=AgUA; UA -~ LA,

pour tout n, donc notamment P(By,) = P(Ag) + P(A1) + --- + P(Ay). Vérifions par double
inclusion que Jy> s Bn =02 o A

n=0 {*n-

e Soit w € |Jp2yBn. Il existe un entier N tel que w € By = Ag U --- U Ay, et donc il
existe un (unique) k € [0;N] tel que w € Ay. Ainsi, w € | |72 An.

o Soit w € | |72 An. 1l existe un (unique) entier k tel que w € Ay, et comme Ay C By,
on a bien w € By, C Ur— Bn.

Ainsi,
oo oo oo N
P(nL:JO Bn) = 1><"|:|0 An> = nZ:OP(An) = Jim_ nZ:OP(An) = Jim P(By),
ce qu’il fallait démontrer.
_ AL
Bn-1 Br Brt A,
Par passage au complémentaire, on obtient la continuité monotone décroissante. 1

Réciproquement, pour une fonction P : T — RT additive et vérifiant P(Q) = 1,
chacune des deux propriétés de continuité monotone est équivalente a la o-additivité.
On pourra retenir ces résultats en utilisant les notations de la page 23 (« C,, | C »
pour indiquer que la suite (Cy,),>0 est décroissante et de limite C, et B,, T B pour

une suite croissante de limite B) :

o-additivité

P(L, An) =32, P(An)

continuité croissante

si Bn 1 B,

alors

P(Bn) 1 P(B)

continuité décroissante

si Cp | C,

alors

P(C.) L P(C)

En pratique, on utilisera souvent ce théoréme sous la forme suivante :

Théoréme 1.19 (Probabilité d’une réunion / d’une intersection) — Soit (£, T, P)

un espace probabilisé.

i) Si (An)n>0 est une suite quelconque d’événements, la suite de terme général

B, = Up_o A est croissante, et

p( f_j A)

lim P

n— oo

()
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ii) Si (Ayp)n>0 est une suite quelconque d’événements, la suite de terme général
Cpn = Ni—o Ak est décroissante, et

(7 8.) = am (1),
n=0 k=0

[ DEmonsTrATION : Il suffit de remarquer que UJj_y Ar = Uj_o Br et que (N;_og Ax = (r—o Chk,
par double inclusion.

Théoréme 1.20 (Inégalité de Boole / propriété de o-sous-additivité) —
Si (Ay)n>1 est une suite d’événements quelconques,

p( A ] <> Pan).
n=0 n=0

le deuzieme membre de l’inégalité pouvant étre fini ou égal a +oo.

[ DEmonsTRATION : On sait que P(A UB) < P(A) 4+ P(B) pour tous événements A et B. On en
déduit, par récurrence, que P(Ag U ---UA,) < P(Ag) +--- +P(Ay) pour tout n € N.

Si I’on note maintenant By, = Ag U --- U Ay, la suite (Bn )y, >0 est croissante, et
P(B,) =PAgU---UA,) <P(Ag) + -+ P(Ayn)
pour tout n € N. De plus,
oo oo
P(nL:JO An) = P(nL:Jo Bn) =P(lim 1 Bn) = lim P(By)

par continuité monotone croissante. Enfin, 'inégalité précédente donne

lim P(B,) < S R(AL). ]
n=0

[ DEMONSTRATION ALTERNATIVE : On peut également transformer la réunion des A,, en une réunion
disjointe : pour cela, on note

n—1
b=A0 AL =A.~J Ak
k=0
Par construction, les A}, sont disjoints deux a deux, A}, C Ap et AgU---UA, = A{U---UA],.
On peut alors utiliser la propriété de o-additivité de la mesure de probabilité pour obtenir

p(gAn) - 1><n|2|0 A;) _ g%p(A;) < ni;P(An). I

1.1.e Evénements négligeables et presque sirs

En théorie des probabilités, les événements négligeables et presque stirs jouent un
role central : ce sont en effet eux qui vont naturellement apparaitre dans la plupart
des théorémes limites® .

(5). Et par conséquent transformer I’étude de 'incertain, qui a historiquement fondé les proba-
bilités, en théorie de la certitude.
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Définition 1.21 — On appelle événement négligeable tout élément N de ¥ de pro-
babilité nulle, c’est-a-dire tel que P(N) = 0.

A Topposé, un événement presque sir est le complémentaire d’un événement né-
gligeable, c’est-a-dire un élément ' de ¥ tel que P(Q') = 1.

B Proposition 1.22 — S5i N est un événement négligeable, et si A est un événement
tel que A C N, alors A est négligeable. Si des événements N1,No, ..., en quantité
dénombrable, sont négligeables, alors N’ :=|J;— Ny, est négligeable.

[ DEMoNsTRATION : Par croissance, 0 < P(A) < P(N) = 0, donc A est négligeable. Par propriété
des tribus, N’ est un événement et, par o-sous-additivité, P(N’) < >"P(Ny) = 0. 1
k

Bien évidemment, un événement non vide peut trés bien étre de probabilité nulle,
ce qui veut dire également qu’un événement de probabilité nulle peut arriver.

Ezxzemple 1.23 Voici, sans justification, quelques exemples d’événements, négligeables ou presque strs.

e On munit le carré Q = [0;1] x [0; 1] de la mesure u de Lebesgue sur R?,

qui est alors une mesure de probabilité. Rappelons que pour toute partie A C
« suffisamment réguliére » de Q, pu(A) est l'aire de la partie A. Alors une

courbe C (par exemple le cercle d’équation 22 — z +y2 — y + % =0) est
d’aire nulle : P(C) = 0.

e Sur 2 =[0;1], muni de la mesure de Lebesgue, la partie QN [0; 1] constituée uniquement des
points rationnels, est de mesure nulle. En effet, c’est une réunion dénombrable (ce point est
capital!) de singletons, tous de mesure nulle.

e On considére I'espace Q2 = {0, 1}V des suites (zn)n>1 a valeurs dans {0, 1}, décrivant le résul-
tat d’une succession infinie de tirages a pile ou face, avec une piéce honnéte. Alors I’ensemble A
des tirages vérifiant la propriété suivante :

. T+ xn 1
la suite des moyennes ————— converge vers >
n

est de probabilité 1. (C’est un résultat qui découle de la loi forte des grands nombres, mais
qu’on peut démontrer de maniére relativement élémentaire, voir 1’exercice 16.1 page 428.)

1.1.f Systémes complets d’événements

Il est souvent trés utile de découper I'univers §2 en événements disjoints, générale-
ment caractérisés par des propriétés numériques‘®.

Dans la notion de partition, tous les éléments sont non vides; en probabilité,
comme il est parfois difficile de savoir a priori si certains éléments du découpage sont
vides ou non, on met cette contrainte de coté, et on pose la définition suivante :

Définition 1.24 (Systéme complet d’événements) — Une famille (A;),;, finie ou
dénombrable, de parties de () est appelée systéme complet d’événements lorsque
Q est la réunion disjointe des A; :

Q=] |A.

i€l

(6. Typiquement, des valeurs ou des intervalles de valeurs prises par une variable aléatoire
X : © — R. Voir la définition 3.4 page 65 d’un systéme complet d’événements associé & une variable
aléatoire discreéte.
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Notamment, si (A;),c; est un systéme complet d’événements, alors pour toute
réalisation w du hasard, un et un seul des événements A; est réalisé.

Pour des raisons pratiques'”’, on s’autorisera 4 ne pas recouvrir € tout entier, mais
a en oublier une partie négligeable.

Définition 1.25 (Systéme quasi-complet d’événements) — Une famille (A;),, finie
ou dénombrable, d’événements est appelée systéme quasi-complet d’événements
lorsque ses éléments sont incompatibles, (A; N A; = @ sii # j) et que leur réunion

est presque siire :
P( |_| Ai> =1.

i€l

Ainsi, lorsque (A;),.; est un systéme quasi-complet d’événements, il existe un
événement négligeable N tel que

Q=NU| |A;.
i€l
Cette notion permet de découper tout événement B en
B=BNN)U| |[BNA;
iel
puis, en remarquant que P(BNN) C P(N) = 0, on déduit la proposition suivante :

B Proposition 1.26 — Si (A;),; est un systeme quasi-complet d’événements, et si B
est un €vénement, alors

P(B) =) PBNA).

icl
1.1.g Formule du crible
La probabilité de la réunion de deux événements non disjoints est simple a calculer :
P(AUB) =P(A) +P(B) — P(ANB)
Pour trois événements, la figure ci-dessous permet de se convaincre que

P(AUBUC) =P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)-P(BNC)-P(CNA)+P(ANBNC).

Figure 1.2 — En gris foncé, ANBNC. En gris (clair et foncé), ANB, ANC et BNC.

(7). Notamment lors de ’étude de variables aléatoires qui prendront presque stirement une valeur
finie mais, exceptionnellement, la valeur +oo.
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Plus généralement, la probabilité d’une réunion est donnée par la formule de Poin-
caré, ou du crible.

Théoréme 1.27 (Formule de Poincaré, ou du crible) — Soit n > 1. Pour tous
événements A1, ..., A,,
n n
P<UA4> SSEDET S B(AL AL N0 Ay)
2 M 11 12 e /"
i=1 k=1 1< <in < <ip<n
[ DEMONSTRATION : Par récurrence sur n. Notons %, la propriété au rang n (valable pour tous
événements A1, Az, ..., Ap).
Elle est vraie pour n = 2. Soit n > 3, et supposons la propriété vraie jusqu’a un rang n — 1.
Alors

n
P( U Az) = P((A1 U Ao U---UAnfl) UAn)
i=1

=PAJUAU---UA, 1) +PA,) —P((ALUA U~ UA,_1)NAy)
=P(A1UAU---UA,_1)+P(An) —P((A1NAR) U - U(Ap—1 NAR))
n—1
= (_1)k+1 Z P(Ail m...mAik)
k=1 1<i < <ip<n—1
n—1
=D o (=F > P(Ayy M- Ay NAR) +P(A)
k=1 1<ip < <ip<n—1
11 ne reste plus qu’a constater que toute suite strictement croissante (i1,12,...,1;) de [1;n]

s’écrit
e soit comme une suite strictement croissante de [1;n — 1],

e soit comme une suite strictement croissante de [1;n — 1] suivie de iy, = n,
e soit enfin comme le terme seul n (lorsque k = 1).

On obtient alors la formule de .4, , ce qui achéve la récurrence. 1

Théme 1 : Probabilité que deux entiers soient premiers entre eux
& Arithmétique
Pour tout n > 1, on note r, la probabilité que deux nombres, choisis indépendamment
et aléatoirement selon la loi uniforme sur [1;n], soient premiers entre eux. On souhaite

montrer que
6

i 1
im = ——=—.
n— oo C(Z) 2
Notons

An={(a,b)€[1;n)* ; anb=1}.
Si 'on note pi,p2,...,pr les nombres premiers inférieurs ou égaux & m, on note pour
1<Z<k,sz{ae|[1,n]| ;pi|a}et

UZ':{(CL,b)€|[1;n]|2 s pilaetpi | b} =VixV;

k
de sorte que A, = [1;n)> ~ (U1 U---UUg) = ) US.
i=1

Or, le nombre de multiples dans [1;n] d’un entier a est [n/a], d’ot 'on déduit que

2
Card V; = FJ et  CardU; = FJ
Di Pi
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Si i et j sont des entiers distincts, on a de méme

2
CardViﬁVj:{ L J et CardUiﬁUj:{ L J
PiDpj DiPj

et, plus généralement, pour toute partie J non vide de [1;n],

Card (m Ui> = m

iST i€l

2

On peut alors appliquer la formule du crible, en faisant apparaitre la fonction arithmé-
tique p de Mdbius, dont les propriétés sont rappelées en annexe (théoréme A.64 page 566
de 'annexe A) :

CardAn:Z(fl)k Z \‘HnJ

k=0 1< <ip jpzj
n . .
kz:%g:«kﬂ(pl = {ijwJ ;u( ) LdJ

puisqu’a la derniére étape, on ne rajoute que des termes tels que p(d) = 0, et que l'on
n’oublie que des termes vérifiant [n/d] = 0.

On a donc
Y — Cal;Ld2An _ w(d L J de

d=1
ou l'on a noté
va: N— R
p(d) |n |2
e n? {dJ
Or, d’une part,
. . _ w(d)
Vd € N nh—)rrolo Ya(n) = 2

et d’autre part, [|1al|., < gz donc la série 394 converge normalement.
Le théoréme de la double limite permet alors d’affirmer que

oo

W 7 =
n—oo
d=1

Enfin, le théoréme A.64 montre que cette derniére quantité vaut 1/¢(2), ou encore

lim r, = E ~ 0,608.
T

n—o0 2

Remarque 1.28 Bien que ’on soit passé a la limite n — oo, il est important de voir qu’on n’a
pas défini de probabilité sur N* x N*. (On verra au chapitre 13 que la suite de mesures que ’on
a définies sur N* x N* n’est pas tendue : sa limite n’est pas une mesure de probabilité.)

Remarque 1.29 Robert Matthews a mis a profit cette propriété pour calculer une valeur appro-
chée de 7 en utilisant, pour générateurs de nombres entiers « aléatoires » des distances angulaires
entre les 100 plus brillantes étoiles du ciel, obtenant ainsi 4950 distances; il obtient une valeur
de m a 0,5 % prés [24].
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1.2 Exemples d’espaces probabilisés

1.2.a Probabilités sur un ensemble fini ou dénombrable

Munir un univers fini Q = {wy,ws,...,w,} d’une probabilité revient a associer, a
chaque élément wy, un réel py > 0, avec pour seule contrainte que p; +--- 4+ p, = 1.
Si A est une partie quelconque de €2, on pose

P(A):= Z Dk

k; wp€EA

et cela suffit & définir une probabilité sur (Q, P(Q)) (elle répond bien aux exigences
des trois axiomes).

Ezemple 1.30 Dans le cas d’un lancer de dé, on peut choisir Q = {1,2,3,4,5,6} et poser p, = 1/6
pour k = 1,...,6; cette situation modélise un dé équilibré. Si I'on se rend compte que, pour un dé
donné, les prédictions du modéle ne se réalisent pas, on peut modifier les valeurs des coefficients py,.
Pour déterminer expérimentalement chaque coefficient, une méthode est de lancer un trés grand
nombre de fois le dé et de calculer des fréquences expérimentales. Des résultats théoriques permettent
de donner une estimation du nombre de lancers a effectuer pour obtenir des valeurs suffisamment
précises des py (voir chapitre 19).

Plus généralement, supposons que €2 soit un ensemble infini, mais dénombrable :
choisissons une énumération de € :

Q2 ={w,; neN}L

On considérera fréquemment les cas particuliers 2 = N ou 2 = N*.

Associer une probabilité & chacun des éléments w de  revient donc & se donner
une suite (py,)n>o0 de réels positifs, tels que la série > p,, converge (ce qui revient a
dire que la famille (p,),>0 est sommable) et

0o
n=0

Une telle suite est appelée germe de probabilité. On définit Papplication P : P(Q) — R
ainsi : pour toute une partie A de 2,

P(A):= Z Dk

k; wg€EA

Dans cette derniére expression, la sommabilité de la famille p, nous assure de la
convergence de la somme restreinte & un sous-ensemble A de 2 ; il est alors élémentaire
de vérifier que la fonction P ainsi définie répond aux exigences des trois axiomes d’une
probabilité.

(8). Voir le paragraphe A.1 page 548 de ’annexe A.
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1.2.b Succession infinie de parties de pile ou face

Dés que 'on veut modéliser entiérement une expérience consistant en une succes-
sion infinie de tirages a pile ou face, 'univers obtenu est nécessairement infini et non
dénombrable”’ : a minima, on prendra ={P, F}N*, chaque expérience est une suite
indexée par N* = {1,2,3,...} et & valeurs dans {P,F}.

Pour toute réalisation w du hasard (qu'on appellera expérience dans la suite, et
qui comprend donc une infinité de tirages), on notera u, (w) son n-iéme terme ; ainsi,
w = (un(w))n>1.

Il nous faut maintenant construire une tribu ¥ sur €2, ainsi qu’une probabilité
sur (Q,%).

e On désire évidemment pouvoir parler de I’ensemble des expériences de la forme
« le k-iéme lancer renvoie pile », que ’on notera

Py ou [k % % oo % P ok oor kot

1+
k

le symbole « * » jouant le role d’un joker. Ainsi, les événement Py, et leur com-
plémentaire Fy, ainsi que les intersections d’un nombre fini ou infini (nécessaire-
ment dénombrable) de ces expériences devront étre des événements, c’est-a-dire
des éléments de la tribu ¥.

e On supposera que chaque tirage d’une piéce méne a pile avec une méme proba-
bilité p, et & face avec la probabilité ¢:=1 — p. Ainsi, on exigera que P(Py) = p
pour tout k € N.

e On supposera enfin une indépendance des tirages, c¢’est-a-dire que si k1, ..., ky
sont des indices distincts, Si, des symboles de {P,F} et sj, les probabilités
correspondantes (p ou ¢), alors on définit la probabilité

PO(Skl n---N Skn) = Sk, " Sk, -
Les parties de la forme Sg, N --- N Sk, sont bien des événements, qu'on appelle
des cylindres.
Par convention, on acceptera également le cas n = 0, le cylindre en question
étant alors [* * --- %.-.], c’est-a-dire ) tout entier.

e Notons € I’ensemble constitué des cylindres : il contient €2, est stable par passage
au complémentaire et par réunion finie. C’est donc une algébre.

Il est possible de montrer que Py est o-additive sur €%, c’est-a-dire que si
(Cpn)n>1 est une famille de cylindres disjoints dont la réunion est dans €, alors

Py <|_| cn> = i P(C,,).

Le théoréme de Carathéodory (B.13 page 575) montre que l'on peut étendre la
fonction Py en une probabilité sur la tribu T = ¢(€) engendrée par les cylindres.

(9). On rappelle en annexe I’argument de la diagonale de Cantor permettant de prouver que
{0, 1}N* n’est pas dénombrable, voir théoréme A.4 page 548.
(10). Cette démonstration est assez technique; on la trouvera dans [2, Annexe B.
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e C’est cette probabilité que l'on utilisera chaque fois que 'on aura affaire a une
suite infinie de tirages & pile ou face. Bien que la tribu ¥ soit difficile & visualiser,
on se contentera de retenir

> qu’elle contient les cylindres (dont les probabilités se calculent aisément et
conformément & 'intuition),

> ainsi que le résultat élémentaire suivant : si une infinité de symboles est
spécifiée, alors la probabilité de I’événement est nulle.
En effet, si (ky,)n>0 est une suite strictement croissantes de symboles et si
on note

o0
Ai:ﬂsk» = [k Spy oo %Spy Kook Sp, ke Hk k]
alors pour tout n > 1, on a par croissance et en notant « :=max(p, q) < 1,

n n
0<PA) <P (Sk | =]]s. <" ——0
=1 =1

n—r oo

1.2.c Probabilités sur R

Nous le verrons dés les prochains chapitres, une variable aléatoire X transporte une
probabilité P (définie sur un espace probabilisable (€2, %)) sur I’espace probabilisable
(R,%(R)). Aussi I'étude de quelques probabilités classiques sur (R,‘B(R)) est-elle
particuliérement importante.

Ezemple 1.81 (Mesure de Lebesgue sur [0;1[) On munit l'espace 2 = [0;1] de la tribu des boré-
liens, c’est-a-dire la tribu engendrée par les intervalles (ou les ouverts, etc) de . On note tradition-
nellement o la mesure définie sur cet espace par la fonction de répartition F(x) = x, et on 'appelle
mesure de Lebesgue sur [0;1]. Elle vérifie donc

u(lasb]) = p(la;bl) = pu(lasb]) = p(la;bl) =b—a.
Un résultat classique de la théorie de la mesure montre que c’est une probabilité sur [0;1] muni de
la tribu des boréliens. C’est la probabilité la plus naturelle qui se puisse imaginer sur [0; 1], celle qui
« ne privilégie aucun point spécifique » ; on I'appelle également la probabilité uniforme sur [0; 1].
C’est également elle qui servira a la construction de variables aléatoires suivant des lois quel-
conques, aussi bien du point de vue théorique que lors de simulations informatiques (paragraphe § 8.4,
page 233).

Ezemple 1.82 (Probabilités discretes sur R) Soit {a, ; n € N} une famille dénombrable de réels dis-
tincts, et {pn ; n € N} une famille de réels positifs telle que > 7 pp = 1 — c’est-a-dire un germe
de probabilités. On définit, sur 'espace probabilisable (R,P(R)), la probabilité P en posant, pour

toute partie A de R :
P(A) = >
k;ap€A
ou la somme est définie sur 'ensemble des indices k tels que ap, € A (cette somme est bien définie).

Cela revient & poser
o0
P= Z Pk 5ak .
k=0

Ezemple 1.33 (Probabilités a densité sur R) A 'opposé d’une probabilité finie ou discréte, on trouve
la famille des probabilités dites absolument continues, ou encore probabilités & densité : ce sont les
probabilités P pour lesquelles il existe une fonction f : R — RT mesurable telle que

Ve e R F(x)::P(]—oo;z]):/j f(t)de.
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La fonction f, appelée densité de la probabilité P, est a valeurs positives et est égale, en presque tous
les réels, a la dérivée de F. Elle vérifie de plus

+o0o
/ f)dt =P(R) = 1.

oo

On démontre alors que P est effectivement une probabilité sur (R,‘B(R)), et que pour tout
borélien B,

e = [ 1= " 1m0 £ a.

1.3 Notion de limsup ou : « infiniment souvent »

Une question trés courante est la suivante : quelle est la probabilité que, parmi les
événements A1, Ao, ..., A,,..., une infinité d’entre eux se réalise 7

Notons d’abord un résultat élémentaire, qui traduit le fait qu’une partie A de N
est non bornée (ou encore : infinie) si et seulement si A N [n;+oo[ est non vide pour
tout entier n :

B Lemme 1.34 — Il y a disjonction de cas :
(a) soit une infinité d’événements de la suite (A,)n>1 se réalisent,

(b) soit il existe un entier N tel que, pour tout n = N, l"événement AS se réalise.

On notera {A,, ; 1.S.} le premier événement, qu’on lira « A,, se réalise infiniment
souvent », et {AS ; APCR} le deuxiéme, qu’on lira « les A sont tous réalisés a partir

d’un certain rang ».

Ezemple 1.35 Considérons un espace probabilisé sur lequel existe une suite (Xy)n>1 de fonctions a
valeurs réelles. En mettant de coté toute la problématique liée a la tribu (les parties utiles de Q sont
supposées étre des événements), on cherche a décrire 'ensemble B des w tels que la suite (Xn(w))
ne tende pas vers 0.

Pour un w fixé, il y a équivalence entre les énoncés

(a) la suite (Xp(w)) ne tend pas vers 0;

(b) ~[Ve>0 3INEN* Vn=N [Xn(w)| <e];
(€) ~[ve€Qy INEN Wn>N  [Xa(w)| <e];
(d) ﬁ[\ﬁ € {|Xn(w)|<e; APCR}] :

(e) ey {|Xn(w)|>e; 1.s.}.

Autrement dit, ’événement « (Xn(w)) ne tend pas vers 0 » s’écrit

U {{Xn(wﬂ >e; I.s.}.

66@1

Le passage par Qj_ n’a d’autre but que d’écrire notre événement sous la forme d’une réunion dénom-
brable.
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c .

L’événement {AS ; APCR} s’écrit naturellement

«dIN » « Vn >N »

et donc, en passant au complémentaire, on a le théoréme suivant :

Théoréme 1.36 — Soit (A,),>1 une suite d’événements. Alors

{A,; Ls.} = ﬁ [j A,.

N=1n=N

o0
Notons S,, = |J A, = sup A,,. Alors la suite (S,,),>1 est décroissante, donc
n=N n>N

{A,; Ls.} = lilzlni Sn = lil{lni sup A,

n>N

ce qui justifie la définition :

Définition 1.37 — L’ensemble {A,, ; 1.S.} est également appelé limsup des A,,, et
noté
{A,; LS.} =limsupA,.

Revenons maintenant &

{A,,; APCR} = {A} ; 1.5.}° = D ﬁ A,.

N=1n=N

o0
Silonnote I, = ) A, = 1r>1fN A, la suite (I,,)n>1 est croissante et
nz

n=

{A, ; APCR} = hgln TIn = lll{ln T ég\l A,

ce qui justifie la définition suivante :

Définition 1.38 — L’ensemble {A,, ; APCR} est également appelé liminf des A,,, et
noté
{A,, ; APCR} =liminf A,,.

Enfin, pour les applications probabilistes, il est indispensable de remarquer que
{A, ; 1.s.} et {A,, ; APCR} sont des événements :

Théoréme 1.39 — Soit T une tribu. Alors ¥ est stable par passage a la limite
supérieure et a la limite inférieure : si (Ap)n>0 est une suite d’éléments de ¥,
alors {A,, ; 1.s.} et {A,, ; APCR} sont également des éléments de T.

[ DEMONSTRATION : Avec les notations précédentes, les éléments Sy = sup,>n An sont dans la
tribu (stabilité par union dénombrable), donc {A,, ; 1.s.} 'est également (stabilité par inter-
section dénombrable). Ce raisonnement appliqué a la suite (AS),>1 montre, par passage au
complémentaire, que {A,, ; APCR} est encore dans ¥.
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Théme 2 : Probléme de la ruine du joueur

On considére deux joueurs, désignés par A et B, qui s’affrontent dans une partie de pile
ou face, avec les régles suivantes :

» Le joueur A dispose au départ de n euros, le joueur B de N — n euros.

» Le jeu se déroule en une succession de manches opposant A et B; & chaque manche,
A gagne avec la probabilité p € |0; 1], et perd avec la probabilité ¢:=1 — p. Le
perdant d’une manche donne un euro au vainqueur, et le jeu s’arréte avec la ruine
d’un joueur.

On note a, la probabilité que A gagne le jeu lorsque sa fortune de départ est de n euros
(la fortune totale des deux joueurs étant fixée a N).

e Si le joueur A gagne la premiére manche (avec probabilité p), alors il se retrouve
immeédiatement dans la position d’'un joueur de fortune n + 1, qui gagnera le jeu

avec probabilité a, 4.
e Siau contraire il perd cette premiére manche (avec probabilité ¢), alors il se retrouve
immeédiatement dans la position d’un joueur de fortune n — 1, qui gagnera le jeu

avec probabilité a,—1.

Cela nous fournit la relation

an = qan—1 +pan+1~

Cette relation de récurrence a pour polynéme caractéristique
Q=pX*-X+yq,

dont on doit déterminer les racines.
Si 'on ne voit pas de racine évidente, on peut toujours utiliser la formule générale, et les
racines sont

1+/T—dp(l—p) 1+1_dptdp® 1+/0T-2p)2 14]|1—2p|
2p - 2p - 2p B 2p

Le terme en valeur absolue peut étre positif ou négatif, mais les racines seront dans tous
les cas

1+ (1-2p)
2p
c’est-a-dire
1 et Ne= 1=» = g.
p p

Remarque 1.40 1l parait quand méme judicieux, surtout dans un probléme de probabilités, de
vérifier si par hasard 1 n’est pas racine évidente du polynéme. Les relations coefficients-racines
fournissent alors immédiatement la seconde racine.

On distingue ensuite deux cas.

» Sip= %, Q= %(X — 1)2 posséde une racine double. On vérifie que an4+1 — a, est
une quantité constante, ou bien on cherche la solution sous forme u,, = (an+g)-1"
et on trouve, avec les conditions ap =0 et an =1 :

n
Vn € [0;N] Un = -

Ainsi, un joueur qui aurait les trois quarts de la fortune initiale pourrait ruiner
l’autre avec une probabilité 0,75.



40

1. ESPACES PROBABILISES

» Sip# %7 on recherche les solutions sous la forme a, = a + A" ce qui, avec les

conditions ap = 0 et an = 1 donne

Ry

=W

On remarque alors que, lorsque p > 1/2; alors 0 < A < 1 et la suite est concave.
Au contraire, lorsque p < 1/2; A > 1 et la suite est convexe (voir figure 1.3).

(On peut également vérifier que, si p — 1/2, alors A — 1 et un développement

limité redonne le résultat précédent.)

Remarque 1.41 (La partie finit presque sirement) Le méme raisonnement donne, en notant by, la
probabilité que B gagne sachant que sa fortune de départ est n, la méme expression en changeant
pen 1 —pou, ce qui revient au méme, XA en A~ ! :

et alors, en réduisant au méme dénominateur : a, + bn_, = 1.

=g

bn =1

Ainsi, avec probabilité 1, le joueur A gagne ou le joueur B gagne. En d’autres termes, comme
dans le cas d’une infinité de tirages pile lors de lancers de piéce, le cas d’une partie infinie est
possible, mais de probabilité nulle.

.
o p>1/2 et Lt
* p<1/2 ! Lt *
+ p=1/2 . * + *
0.8 1 .
. *
L]
M *
* +
. + *
0.6 . +
. +
+
¢ +
. +
+
0.4 s + *
° + *
+ *
. ++ *
*
. + o *
0.2 4 +
° + **
+ *
. + *
x**
*
ook r* T ! ! ! !
0 5 10 15 20 25 30

Figure 1.3 — Ruine du joueur. On affiche la probabilité que A gagne la partie (c’est-
a-dire que B soit ruiné le premier) en fonction de sa fortune n initiale, la fortune
totale de A et de B étant constante égale a N = 30. Les valeurs prises par p sur le

graphe sont p = 0,48, p = 0,5 et p = 0,52.
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EXERCICES

¢ Ezercice 1.1 (Probléme du facteur et fonctions croissantes) (xx)

1) Un facteur distribue ¢ prospectus indiscernables dans p boites aux lettres, sans contrainte.
Quelle est le nombre de possibilités de distribution ?

1) Combien y a-t-il de fonctions f : [0;p] — [0;¢], croissantes, et vérifiant f(0) =0et f(p) =¢?
#i) Combien y a-t-il de telles fonctions strictement croissantes ?

¢ Ezxercice 1.2 (x) Au loto d’un village, n personnes participent. Les lots sont nombreux : on note
r leur nombre et on suppose que r > n. Pour la distribution, on choisit r fois au hasard (avec
probabilité uniforme et de maniére indépendante pour chaque tirage) un des participants.

1) Donner en fonction de 7 et n la probabilité qu’une personne P ne regoive aucun lot, puis celle
que k (1 < k<n—1) personnes Py, Pa,..., Py ne regoivent aucun lot.

#) En utilisant la formule du crible, en déduire la probabilité que chacune des n personnes regoive
au moins un lot.

On remarquera que la probabilité ainsi calculée est également la probabilité qu’une application
de [1;7] dans [1;n] soit surjective.

¢ Ezxercice 1.3 (Continuité monotone en &) (xx) Soit (£2,T) un espace probabilisable. Soit
P: T — RT une application additive et telle que P(Q2) = 1.
Montrer qu’il y a équivalence entre

(a) P est o-additive

(b) pour toute suite décroissante (Ap)p>o d’événements de limite @, c’est-a-dire telle que
N,,An =@, on alimP(A,) = 0.

¢ Ezercice 1.4 (Tribus dénombrables ?) () Soit T une tribu au plus dénombrable sur un en-
semble E. Le but de exercice est de montrer que ¥ est nécessairement finie. Ainsi, toute tribu est
finie ou indénombrable.

1) Un résultat préliminaire : Soit {F, ; n € N} une partition dénombrable d’un ensemble A.
On note B la plus petite tribu contenant tous les F,,. Montrer que 8 n’est pas dénombrable.
1) Soit a € E. Montrer que

est élément de T.
#i) On définit sur E la relation ~ par

a~b < be C(a).

Montrer que c’est une relation d’équivalence ; en décrire les classes d’équivalence.

iv) Montrer que la plus petite tribu contenant P = {C(a) ; a € E} est T; en déduire que T est
finie.

¢ Exercice 1.5 (o) Soit (Ayn)p>0 une suite d’événements. On note 14, la fonction indicatrice de A,
c’est-a-dire la fonction définie par 15, (w) =1si w € Ay et 15, (w) =0 si w ¢ A,. Montrer que :
1) liminf A,, C limsup Aj.
1) Si (An)n>0 est croissante, alors liminf A,, =limsup A, = lim T A,,.
n n n

111) Si (An)p>0 est décroissante, alors liminf A;,, = limsup A, = lim | A,,.
n n n

) Diminf A, = liminf1a et Lijmsupa, = limsuply,, .
Cette derniére propriété relie les dénominations de « limite supérieure » et « limite inférieure » vues
ici pour des familles d’ensembles, & celles concernant les suites réelles.

¢ Exercice 1.6 (Inégalités de Fatou) (%) Soit (Ap)n>o une suite d’événements de (Q2,%,P).
Montrer que
P(liminf A,) < liminfP(A,) < limsupP(A,) < P(limsup A,).
En déduire que, si la suite (An)p>0 converge (au sens ou liminf A, = limsup A,,) alors la suite de
terme général P(A,,) converge et li_>rn P(A,) =P( li_)m Ap).
n o0 n o0
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¢ Exercice 1.7 (xx) On note A I’ensemble des parties de A de N admettant une densité, c’est-a-dire
telles que la quantité

AN[l;n
6(A):= lim 7| [l ]
n——+oo n
existe.
Montrer que A n’est pas égale a P(N).
L’ensemble A est-il une tribu ?
Indications

O Indication 1.3 : On se rappellera que la o-additivité est équivalente en réalité a la continuité
monotone croissante et & la décroissante.

O Indication 1.4 :
i) B est exactement 'ensemble des parties de la forme (J,, 1 Fr pour I parcourant P(N).

7) 1l suffit de prouver que l'intersection est dénombrable.

SOLUTIONS
¢ Solution 1.1

1) Dessinons les p boites aux lettres au moyen d’un cadre (en gris) et de p — 1 cloisons (en noir).
On cherche le nombre de fagon de distribuer g prospectus indiscernables, représentés sous la
forme de boules, tous identique. Voici une configuration possible, pour p =5 et ¢ = 4.

o e

Convenons maintenant de coder une telle configuration en alignant successivement p + g — 1
symboles, qui peuvent étre une cloison « | » ou une boule « @ ». Par exemple, la configuration
précédente s’écrit

° |

o | | @9 o | | o

Il est clair que le passage d’une représentation a 'autre est bien inversible. Déterminer le
nombre de configurations des prospectus reviens donc a déterminer la maniére de distribuer
q symboles « @ » parmi les p + ¢ — 1 symboles.
P+q— 1)
q
(On trouvera une application de ce résultat & I'exercice 7.6 page 206.)

Le nombre de possibilités de distribution est donc (

#) Pour déterminer une telle fonction, on doit décider, pour chacune des valeurs 1, ..., p, la valeur
du saut f(k)— f(k—1), qui est un nombre positif ou nul; la somme de tous les sauts doit étre
égale a f(p) — f(0) =gq.

Ainsi, ’exemple précédent code la fonction suivante :
f(k)
4

2
7z
// IQ
3 | St 4
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i)

On est donc ramenés au probléme de distribuer ¢ « sauts unités » sur p emplacements (chaque

emplacement pouvant recevoir plusieurs sauts).

p+q—1
q

Il y a donc ( ) fonctions possibles.

Une fonction f : [0;p] — [0;q] est strictement croissante si et seulement si g:= f — Id est
croissante (on doit alors évidemment avoir g > p) ; la fonction g vérifie g(0) = 0 et g(p) = q—p-.
Plus précisément, l'application f — f — Id établit une bijection de I’ensemble des fonctions
strictement croissantes vérifiant f(0) = 0 et f(p) = g, et ensemble des fonctions croissantes
vérifiant g(0) = 0 et g(p) = g — p.

J (k) g(k) = f(k) -k
7 »q 7
6 ¥ 6
/
5 - 5
/
/
4 . 4
3 o’ 3
/
/
9 K 2 ~—-oq—D
/ 7/
1 ¢ 1 - -«
1 2 3 1 5 b Ot 2 3 1 5 k

Le résultat précédent montre donc qu'’il existe (2:11;) = (Z:}) fonctions strictement croissantes.

¢ Solution 1.2 Puisque 1'on ne travaille ici qu’avec un nombre fini de possibilités, on peut modéliser
lexpérience avec un univers  fini, muni de la tribu triviale T = P(Q).

@)

i)

La personne P1 ne regoit aucun lot lorsqu’elle est successivement perdante & chacun des r
tirages, donc avec la probabilité (1 —1/n)". De méme, P1,...,Py ne regoivent aucun lot
au premier tirage avec la probabilité 1 — k/n, et & aucun des r tirages successifs avec le
probabilité (1 — k/n)".

Pour i = 1,...,n, notons B; ’événement
B; : « la personne P; n’a pas eu de lot ».
Alors, I’événement A : « chacune des n personnes regoit un lot » s’écrit
A=BiUByU---UBy.
Les événements B; n’étant pas incompatibles, on invoque la formule du crible :
n
P(A) => (-1 > P(B;, N---NBy,).
k=1 1< < <ip<n

Pour une valeur de k fixée et pour des indices i1,...,7; fixés également, puisque tous les
participants jouent des roles symétriques,

n—Fk\"
P(Bilﬂ~-~ﬁBik):P(B10-~~ﬂBk):( - ) .

De plus, toujours pour k fixé, il y a (Z) maniéres de choisir les indices ordonnés (en effet, il y
a autant de maniéres de choisir k indices ordonnés dans le sens croissant que de maniéres de
choisir un ensemble de k indices distincts). On en déduit que

=S () ()

k=1

Par passage au complémentaire,

== 3 () () = S () (54

k=1 k=0
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¢ Solution 1.3 Supposons la continuité monotone en @. Soit (Bn)n>0 une suite croissante d’éléments
de T, et posons

oo
B = lim 1 By, = U Ba.
n=0
On peut alors écrire pour tout n € N :
B=(B-B,)UB,.
La suite de terme général (B — B,,) est décroissante et de limite & et la propriété d’additivité permet
d’écrire que P(B) = P(B — B,,) + P(B,,), donc
P(B,) =P(B) - P(B - B,) —— P(B).
n—o0

Réciproquement, la o-additivité implique la continuité monotone décroissante, qui implique évi-
demment la propriété voulue.
¢ Solution 1.4 .
i) B est exactement 'ensemble des parties de la forme | J,,c; Fn pour I parcourant P(N). Ainsi,
B est en bijection avec P(N) qui est non dénombrable.
#) L’¢élément A = E est dans T et a € A, donc C(a) est non vide.
Ensuite, T étant dénombrable, C(a) est une intersection dénombrable d’éléments de ¥, donc
est élément de T.
C(a) est donc « le plus petit événement contenant a ».
11) On vérifie rapidement que a ~ b si et seulement si C(a) = C(b). La classe de a est exactement
C(a).
iw) L’ensemble ‘P est une partition de E, dénombrable en tant que partie de ¥.
La tribu engendrée o () est évidemment incluse dans T.
Réciproquement, soit A € T, alors A = |J,c5 C(a) € o(P).
Ainsi, o(P) = T.
Or si ¥ était dénombrable mais infinie, alors B3 serait également de cardinal infini, donc d’aprés
la premiére question, T = o () serait non dénombrable : contradiction.

¢ Solution 1.6 Notons B, =he, Ak et Cp:=J32,, Ak, et montrons chacune des inégalités :
e Tout d’abord, la suite de terme général ngo B, est croissante, et sa réunion est, par défini-
tion, liminf A,, :

N
| Bn 1 Bi=liminf A,,.
n=0 "

Par continuité monotone,

k=n
or By, C Ag pour k > n, donc P(By,) < P(Ag) pour tout k > n, c’est-a-dire que
P(B,) < inf P(Ay).
(Bn) Jnf (Ak)

Par continuité monotone croissante, on peut passer a la limite pour conclure que
P(B) < liminf P(Ay).
e L’inégalité liminf P(Ap) < limsupP(A,) est immédiate : si I'on note s, = supy,, P(Ag) et
in = infy>, P(Ag), alors in < sp et

liminf P(Ay,):= lim i, < lim s, =: limsupP(A,).
n— oo n—o0
e De méme, ﬂgzo Cpn } limsup,, A, = C, donc

o0
P(Cp) =P < U Ak) o P(C),
k=n
or C, D Ay pour k > n, donc P(C,,) > P(Cy) et finalement, P(C,) > sup P(Ay), puis on
k>n
passe a la limite.



Ezercices 45

Ainsi, on a bien prouvé
P(liminf A,) < liminfliminf P(A,) < limsupP(A,) < P(limsup A,).

Enfin si (A ), >0 converge, alors le premier et le dernier membre sont égaux, donc les membres
intermédiaires aussi, ce qui montre que

lim P(A,)=P( lim A,

¢ Solution 1.7 On fabrique une partie A en réunissant une collection d’intervalles entiers de taille
rapidement croissante, les morceaux étant trois fois plus grands chaque fois, alternativement vides
et pleins :

A={1}U |j Jazn=tiam].
n=1

Alors

A2
Anfen]| s
n

.42n—1
o |[An[1;4 ]]|<1

S
'S

n
ce qui montre que A ¢ A.

Comme de plus A, ::]] 42n—1 ;42"]] € A pour tout n, on en déduit que A n’est pas stable par
réunion dénombrable, donc n’est pas tribu.
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48 2. CONDITIONNEMENT ET INDEPENDANCE D’EVENEMENTS

2.1 Probabilités conditionnelles

2.1.a Intuition de définition

Soit (2, %,P) un espace probabilisé, et soit A un événement fixé, de probabilité
strictement positive.

Si lon cherche & modéliser intuitivement le calcul de la probabilité d’un événe-
ment B, sachant que A est réalisé'”, on peut faire expérience de pensée suivante :

e on répéte un « grand nombre » n de fois une méme expérience ;

e on oublie toutes celles pour lesquelles A n’est pas réalisé, et on note a le nombre
d’expériences retenues;

e on compte alors, parmi ces a expériences, le nombre b de fois que B est réalisé.

On accéde intuitivement a la probabilité de B sachant que A est réalisé par le rapport
b/a (nombre de succés sur nombre total d’expériences retenues). En écrivant

b_b/n

a a/n’

on congoit que la maniére « naturelle » de définir la probabilité de B sachant A est
de décréter quelle est égale P(ANB)/P(A).

Définition 2.1 — Soit A un événement de probabilité non nulle : P(A) > 0. Pour
tout événement B, on définit la probabilité conditionnelle de B sachant A comme
le réel, noté P (B) ou P(B|A), valant

P(ANB)

PA(B) = P(B|A):=—5rs

Théoréme 2.2 — L’application
Py: T —[0;1],
B+— P(B|A)

est une probabilité sur (1, %) ; on lappelle probabilité conditionnelle sachant A,
ou encore probabilité conditionnée par A.

[ DEMoONSTRATION : Vérifions explicitement que les trois axiomes définissant une probabilité sont
bien respectés.

e P, est bien a valeurs positives.

e De plus
P(QNA) P(A)
PA(Q)_T A)_TA)_l

e Enfin, si (Bn)p>0 est une suite d’éléments deux a deux disjoints de ¥, alors les B, NA

(1y. Prenons I'exemple d’un tirage de dé, on peut considérer ’événement B « le 6 sort », dont on
cherche la probababilité sachant que I’événement A, définie par « un nombre pair sort », est réalisé.
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sont également deux a deux disjoints, donc

T B RO IR

P(A) P(A)

:Z BnﬂA Z (Bn). 1

2.1.b Formule des probabilités composées

Soit A est un événement tel que P(A) > 0; pour tout événement B, la formule
P(ANB)=P(A)-P(B|A) (2.1)
recoit couramment une interprétation en terme de connaissance croissante des événe-
ments : pour calculer la probabilité que les événements A et B aient lieu tous deux,

e on calcule d’abord la probabilité de réalisation de A,
e puis la probabilité de réalisation de B sachant que A est réalisé.

La formule (2.1) se généralise a une famille finie d’événements :

Théoréme 2.3 (Formule des probabilités composées) — Soient n > 2 un entier et
soient Ay, Ao, ... A, des événements; on suppose que A = A N A2 N---NA,_1
est de probabilité non nulle. Alors

P(Al NA;N---N An) = P(Al) . PA1 (Ag) . PAlﬂAg (Ag) .. 'PAlﬂ--ﬂAn,l(An)-

[ DEmMonsTRATION : On démontre cette propriété par récurrence sur n.

e Le cas n = 2 correspond a l’équation (2.1).

e Soit n > 2 et supposons la propriété démontrée au rang n. Soient Ay,..., Ay 41
des événements tels que P(A1 N---NA,) > 0. Notons A’ = A; N---N A, ; puisque
AjN---NA,,_1 est de probabilité non nulle (car au moins égale a P(A’) > 0), la propriété
de récurrence permet d’écrire

P(A") =P(A1) - Pa,(A2) - Pa,na,(A3) - Pajnena, g (An).
Enfin, la relation a l'ordre 2 s’écrit
P(A'NAng1) =P(A") - Py (An+1),
ce qui est la formule voulue & 'ordre n + 1. 1
Le calcul par probabilités composées peut agréablement se résumer sous la forme
d’un arbre de probabilités.

P(A2 \ A1)

p(>)
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2.1.c Formule des probabilités totales

Théoréme 2.4 (Formule des probabilités totales) — Soit (A;);; une famille, finie
ou dénombrable, formant un systéeme complet d’événements. Soit B un événement.
On suppose que P(A;) > 0 pour tout i € 1. Alors

P(B) =Y P(A;)P(B|A,).

i€l

[ DiEmonsTRATION : Puisque (A;);c; est une partition de €2, on peut écrire
P(B) =P(BNQ) =P(Bm[_]Ai> =P(|_|BmAi).
i€l i€l

puis, par o-additivité,

P(B)=) P(BNA;) =) P(A)PBIA)). I
i€l i€l
Figure 2.1 — A gauche : un systéme complet d’événements. A droite : ’événement B

se découpe selon le systéme précédent.

Remarque 2.5 1l est courant, pour les étudiants et étudiantes qui commencent ’étude des probabili-
tés, d’hésiter lorsque I’on doit interpréter les probabilités apparaissant dans un énoncé « en frangais » :
est-ce P(A N B) ou P(B|A) que l'on connait? Le plus souvent, si la question se pose, on retiendra
que c’est la probabilité conditionnelle P(B| A) qui est la donnée « naturelle ».
On considére I’énoncé suivant.

La probabilité qu’il pleuve un matin de semaine est p = 1/5. Lorsqu’il pleut, la proba-

bilité que je prenne le bus est 9/10, sinon je vais faire cours & pieds. Lorsqu’il ne pleut

pas, la probabilité que je prenne le bus est 1/10. Quelle est la probabilité que je prenne

le bus un matin donné ?
La premiére étape dans la résolution d’un tel probléme est de formaliser les données. On note A
I’événement « il pleut », et A® ’événement « il ne pleut pas » ; 'univers €2 est bien str égal & 'union
disjointe AUAC. Notons B I’événement « je prends le bus ». La phrase « Lorsqu’il pleut, la probabilité
que je prenne le bus est 9/10 » est donc ainterpréter comme une probabilité conditionnelle, c’est-a-
dire comme P(B | A) (« sachant qu’il pleut » ), et non comme la probabilité d’une conjonction P(BNA)
(« il pleut et je prends le bus »). On a ainsi

9 o1
PBIA)= 15 et PB|AY)= .

La formule des probabilités totales donne alors

P(B) = P(A) - P(B| A) + P(A°) - P(B| A®) = -1%+§-—:f.

[

2.1.d Théoréme de Bayes

La relation P(ANB) = P(A) - P(B| A) introduit une dissymétrie dans la maniére
d’envisager les événements A et B. Dans le membre de droite, A est considéré comme
une « cause » de I’événement B, ou du moins comme un événement « antérieur » a B.
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La probabilité de voir se réaliser les événements A et B s’obtient en évaluant tout
d’abord la probabilité d’obtenir I’événement A puis, sachant que A est réalisé, la
probabilité d’obtenir ’événement B.

Rétablissons la symétrie, en écrivant la double égalité

P(ANB) =P(A)-P(B|A) = P(B) - P(A|B),

valable dés que A et B sont des événements de probabilité non nulle. Cela permet d’en
déduire le résultat élémentaire suivant, connu sous le nom de théoréme de Bayes'”,
que 'on considére parfois comme une formule de probabilité des causes (connaissant
les conséquences), ou de renversement de chronologie, puisqu’il permet de renverser

le sens de la causalité ou d’antériorité'® entre les événements.

Théoréme 2.6 (Théoréme de Bayes) — Soient A et B deux événements de proba-
bilité non nulle, alors
P(A) -P(B[A)

P(AIB) = — 55,

Remarque 2.7 Le théoréme de Bayes se généralise sous la forme suivante. On se donne un systéme
quasi-complet d’événements (A;);c;, c’est-a-dire qu'’il existe un événement négligeable N tel que

Q:NU(UAJ
i€l
et on peut donc supposer naturellement que P(A;) > 0 pour tout 7 € L.
Supposons de plus que P(B) > 0.
Choisissons un indice p particulier; le théoréme précédent permet de mettre en relation les
quantités P(A, |B) et P(B|A,) :
P(Ap) 3 P(B | Ap)

P(Ay [B) = =2

En écrivant B sous la forme B = (BNN) U <|_] BN Ai)7 on obtient :
i

P(Ap) i P(B | Ap)

S P(A) - P(B|A;)
i€l

Vpel P(A,|B)=

2.2 Notions d’indépendance

2.2.a Indépendance de deux événements

D’un point de vue intuitif, dire qu’un événement B est indépendant d’un événement
« antérieur » A, c’est dire que le calcul (ou la mesure expérimentale) de la probabilité
de B, conditionné par la connaissance de la réalisation (ou non) de I’événement A,
conduit au méme résultat que le calcul absolu de cette méme probabilité, c’est-a-dire

P(B|A) = P(B| A°) = P(B).

(2). Thomas Baves (1702-1761), prétre et théologien protestant anglais, étudia les mathéma-
tiques durant son temps libre, notamment la théorie des probabilités [3]. Cependant, il fut peu publié
de son vivant, et ne fut pas reconnu de ses pairs. Son Fssay towards solving a problem in the doctrine
of chances fut publié, de maniére posthume, en 1764, dans les comptes-rendus de la Royal Society. 11
défendit également les bases théoriques de la dérivation (la « theorie des fluzions ») d’Isaac Newton.

(3). Ce qui évite de parler de causalité, le terme étant sémantiquement trés chargé aussi bien
dans les domaines scientifiques que dans la vie quotidienne.
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Multipliant cette égalité par la probabilité de A, on obtient la formule, plus symé-
trique,
P(BNA)=P(B)P(A).

qui a deux avantages :

e elle met sur le méme plan les événements A et B

e elle ne fait pas appel & une probabilité conditionnelle — le cas P(A) = 0 étant
problématique.

Définition 2.8 — Deux événements A et B d’un espace probabilisé (2, %, P) sont
indépendants (ou : stochastiquement indépendants) s’ils vérifient

P(ANB)=P(A)-P(B).

Remarque 2.9 L’indépendance de deux événements est une propriété d’espace probabilisé (elle dé-
pend de la probabilité P), tandis que 'incompatibilité est une propriété ensembliste (elle ne dépend
que de la définition de A et de B dans Q).

B Proposition 2.10 — Soient A et B deux événements de (2, %,P).
i) SiP(A) > 0, alors A et B sont indépendants si et seulement si P(B|A) = P(B).
1) Les événements §) et @ sont indépendants de tout autre événement.
it1) A est indépendant de lui-méme si el seulement si il est de probabilité 0 ou 1.

iv) Si A et B sont indépendants, alors A et B¢ le sont, ainsi bien sir que A€ et B,
et que A° et BC.
v) Si A est négligeable ou presque certain, alors A est indépendant de B.

[ DEMonsTRATION : Les deux premiéres propriétés sont immédiates. Pour la troisiéme, A est indé-
pendant de lui-méme si et seulement si P(A N A) = P(A)?2, c’est-a-dire P(A) = P(A)2, ce qui
équivaut a P(A) € {0,1}. Pour la quatriéme propriété, supposons A et B indépendants, alors

P(ANBY) =P(AN(Q—-B)) =P(A - (ANB)) =P(A) —P(ANB)
=P(A) —P(A)P(B) =P(A) - [1 - P(B)] =P(A) - P(B°).

Enfin, pour la derniére propriété, il suffit de remarquer que, si P(A) = 0, alors P(A N B) < P(A)
donc P(ANB) = 0 = P(A)P(B). Si A est presque certain, alors A® est négligeable, donc
indépendant de B, et on conclut avec iv). 1

2.2.b Indépendance (mutuelle) d’une famille d’événements

Définition 2.11 — Des événements Ay, Ay, ..., A, sont dit (mutuellement) indé-
pendants si, pour tout entier p < n et pour tout p-uplet d’indices (i1, ...,,) deux
& deux distincts, on a

P(Azl n Ai2 n---N Aip) = P(A“) P(Aw) 000 P(Azp) (2.2)

Plus généralement, soit I un ensemble, fini ou infini, d’indices, et soit (A;),.; une
famille d’événements. On dit que ces événements sont mutuellement indépendants
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si, pour toute partie finie J C I non vide, on a

([N 4) =TT PA,).

jel jeJ

Remarque 2.12 On peut également adopter le point de vue suivant : on définit des événements
B1,Ba, ..., By tels que pour chaque indice k, on ait By, = Ay ou By = Q. Les événements A1,...,Ap,
sont alors indépendants si et seulement si, pour tout choix des By,

P(Bl NBaN .- ﬁBn) = P(B1)P(B2) . 'P(Bn).

L’indépendance mutuelle implique I'indépendance deux & deux (il suffit de prendre
une partie J & deux éléments). La réciproque n’est pas vraie, et ’exemple canonique
suivant doit étre connu :

Ezxzemple 2.13 Considérons un lancer de deux dés et les événements

e A : «lasomme des deux dés est paire » ;
e B : « le premier dé est pair » ;
e C: « le deuxiéme dé est pair ».

Ces événements sont bien deux a deux indépendants, puisque

P(A)=PB)=P(C)=1 e PANB)=PBNC)=P(CNA)=1

e P(ANBNC)=PBNC)=1 et PA)PB)PC) =1,

ce qui prouve qu’ils ne sont pas mutuellement indépendants.

La propriété suivante montre que 'on préserve I'indépendance d’une famille en
passant au complémentaire pour un nombre arbitraire d’éléments de la famille :

B Proposition 2.14 — Soit (A;),.; une famille quelconque d’événements mutuellement
indépendants. On considére une application € : 1 — {—1,+1}, et on pose

Ai st E; = +1
B; = AC
i sig;=—L

Alors (B;),p est une famille d’événements mutuellement indépendants.

[ DEMONSTRATION : Par définition, il suffit de le prouver pour une famille finie (la définition ne
fait intervenir que des sous-familles finies). Il suffit alors simplement de remarquer que si
Aq,..., A, sont indépendants, et si ¢ est un indice particulier, alors

P(ATN---NASN---NA,) =PA1N---N(Q—A)N---NA,)
=PA1N---NQN---NA,) —PA1N---NA;N---NAY)
=[] Pear) - J]PAx)

k#i k
= [1 - P(A)] [T P(AR) = P(A1) - P(AT) - P(An).
ki

De proche en proche, on peut donc passer au complémentaire pour autant d’éléments que 'on
veut. ]

Ezemple 2.15 (Indépendance et fonction indicatrice d’Euler) & Arithmétique
Soit n > 1 un entier. On note p1,...,pq ses diviseurs premiers distincts. On munit 1'univers
Q={1,2,...,n} de la probabilité uniforme.
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Pour tout entier k € [1;q], on note
By ={we€Q; py|w}.

Puisque pr un diviseur de n, on en déduit que By est un ensemble des multiples de pg, au nombre
de n/py, précisément :

n
B = {Pkﬂpk,nwfpk}
Pk

Notamment, 1
P(By) =~ =L
T Pk Pk
On peut maintenant montrer que les événements B1, ..., By sont mutuellement indépendants.

Soit r € [1;q] et soient ki, ...,k des indices distincts de [1;¢q]. L’événement By, N---NBy, est
I’ensemble des entiers w € [1;n] tels que w est divisible & la fois par py,,...,pk,., ce qui équivaut a
« w est multiple de pg, ...pg, » De la méme maniére, Le nombre de multiples de py, ... py, dans
[1;n] est exactement n/py, ...pk,, donc

1 s
P (Bg ﬁ'“ﬂBkT == P(Bki)~
(B ) Phy -+ Dk g
Ainsi, B1, ..., By sont mutuellement indépendants.
En voici une application classique. L’indicatrice d’Euler est la fonction ¢ : N* — N définie par
@(n) =Card{w e [0;n—1] ; wAn =1}
(voir § A.11, page 566).
Notons
B:={we[l;n] ; wAn=1}.
Un entier 1 < w < n est dans D si et seulement si il n’est multiple ni de p1, ni de p2,..., ni de pq.
Ainsi, D = Bf N --- N By et, par indépendance mutuelle des By,

q q 1
P(D) :i:Hl(l—P(Bki)) :g (1— 171-)'

Puisque P(D) = Card(D)/n, on en déduit que

q
p(n)=nPD)=n H (17 i)
i=1 pi
L’indépendance d’une famille d’événements n’utilise que des sous-familles finies.
Cependant, on utilisera trés souvent une formule pour une famille dénombrable, ou
une suite, d’événements :

Théoréme 2.16 — Si (A,),>1 est une suite d’événements indépendants,

00 00
P ﬂ A, | = H P(A,,).
n=1 n=1
[ DEmonsTRATION : Par continuité décroissante monotone

P (ﬂ An> = lim P (ﬂ Ak> = lim_ TIPar) = J] Pap). |
n=1 k=1 k=1

k=1

On remarquera que le second membre est toujours correctement défini, puisque
la suite des produits partiels est positive et décroissante. Ce produit infini peut, en
revanche, étre nul‘”.

(4y. La théorie générale des produits infinis traite ce cas comme un cas de divergence, mais cela
est sans incidence pour nous.
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2.2.c Indépendance de tribus ()

Généralisons encore la notion d’indépendance.

Définition 2.17 — Deux tribus ¥; et %5 sont dites indépendantes si, quels que
soient les événements A; € T; et As € Ty, ces événements sont indépendants :

P(A; N As) = P(A;) P(A,).

Soient €1,Cs,...,¢, des sous-tribus de T*. On dit que ces tribus sont indépen-
dantes lorsque, pour tout choix d’éléments Cy de € (k= 1,...,n), les événements
C1,Ca,...,C, sont indépendants.

Une famille (€;);c1 de tribus est indépendante lorsque, quels que soient l’entier
n > 1 et les indices iy, 2, ..., iy, les tribus &;,,...,&; le sont.

En pratique, lorsque des tribus sont engendrées par des « w-systémes », c’est-a-
dire d'un ensemble de parties de €2, stable par intersections finies, on peut se limiter
a vérifier 'indépendance des événements de ces m-systémes :

B Lemme 2.18 (Indépendance et m-systémes) — Soient n > 1 un entier et soient
Ay, Ao, ..., A, des sous-tribus de T. On suppose que chacune des tribus 2 est en-
gendrée par un m-systeme € : Ay = o(Ck). Si €1,Cs, ..., E, sont indépendantes,
c¢’est-a-dire si, pour tout choix de (Cq,...,Cp) € €y x -+ X &y, on @

P(C;NCan---NCp) =P(Cy)P(Cy) ... P(C),

alors les tribus Ay, Us, ..., 2, sont indépendantes.

Pour mesurer I'importance de ce théoréme, rappelons que la tribu des boréliens
de R (qui est immense) est engendrée par le (relativement petit) w-systéme

le{]—oo;a] ; aER}.

Ezemple 2.19 On considére univers Q = {P,F}?, muni de la tribu T = P(Q) et de la probabilité
uniforme. Cet univers permet de modeliser deux tirages successifs a pile ou face.

On note

71 = {2, {(P,P), (0, 1)}, {(B,P), (7, )}, 2}
et

T2 = {2, {(°.P), (F, P)}{(P.F), (F, )}, 0}.
On peut vérifier explicitement que ce sont des tribus, et qu’elles sont indépendantes : par exemple

L 1
PUEP.EH)) =5 PHER,FEN}) =

et

P({(P.P), (P, )} N {(P,F), (F.F)}) = P ({(P,F)}) =

et les autres calculs sont du méme type.

Si l'on note (en anticipant sur les chapitres concernant les variables aléatoires) X; la variable
aléatoire donnant le résultat du premier tirage, et définie par Xy ((a, b)) = a, et X7 la variable aléatoire
donnant le résultat du second tirage, définie par Xgo ((a,b)) = b, alors les tribus ¥ et To sont les
tribus engendrées par les variables aléatoires X; et Xa, et leur indépendance refléte 'indépendance
des variables.

(5). Ou, plus généralement, des « classes », c’est-a-dire des ensembles, d’événements. Ce sont
donc des parties de T.
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2.3 Les lemmes de Borel-Cantelli

# Rapport du jury «

« Illustration de la notion d’indépendance en probabilités. » Le pro-
gramme fournit plusieurs utilisations élémentaires de l’indépendance :
[-..] lemmes de Borel-Cantelli [...].

Les lemmes de Borel‘”-Cantelli'” montrent que, pour une famille (A))n>0 d'éve-
nements indépendants, la réalisation d’une infinité d’entre eux est, soit presque siire,
soit négligeable! (Dans le second cas, I'hypothése d’indépendance n’est méme pas

nécessaire.)

2.3.a Le premier lemme de Borel-Cantelli

Théoréme 2.20 (1°* lemme de Borel-Cantelli) — Soit (A,,),>0 une suite d’événe-
ments telle que la série Y P(A,,) converge, alors P{A, ; 1.s.} = 0, ou encore :
presque strement, seul un nombre fini d’événements A,, se réalisent.

[ DEmonsTRATION : Notons S, = sup Ay = U Ay, de telle sorte que
k>n =

oo
{Ai; 1s}=1lim | S, = [ Sy
n=1

et, notamment, {A; ; 1.s.} C Sy, pour tout n. Par o-sous-additivité,

P{A;; 1s.} < (UAk)\Z P(Ag).

k=n

Le membre de droite étant le reste d’une série convergente, il tend vers 0 quand n — oo, et
donc P{A; ; 1.s.} =0. 1

Remarque 2.21 (Démonstration alternative du premier lemme) En anticipant sur la notion générale
d’espérance d’une variable aléatoire, on peut donner une démonstration alternative de ce premier
lemme. Notons X = 14, la variable aléatoire valant 1 sur Aj et 0 en dehors; on suppose que
> P(A,) converge, et I'on définit S = > 77 ; X}, variable aléatoire a valeurs dans N U {4o0}.

Le théoréme de convergence monotone montre que

[ee]

E(S) =E (_lim S,) = lim E(S Z E(Xn) = Z ) < +o0.

Notamment, la variable aléatoire positive S est presque sirement finie, c’est-a-dire P{S = +oco} = 0,
ou encore P{A, ; 1.s.} = 0.

(6y. Emile BorEL (1871-1956) a étudié la théorie de la mesure, défini ce qu’on appelle aujour-
d’hui les boréliens, et s’est également intéressé a la physique mathématique. Il eut pour éléve Henri
LEBESGUE.

(7). Francesco Paolo CANTELLI (1875-1966), mathématicien italien. On lui doit une version de la
loi forte des grands nombres (§ 16.2.b, page 415), le théoréme de Glivenko-Cantelli (§ 16.3, page 426)
et une clarification des lemmes de Borel-Cantelli.
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2.3.b Le second lemme (loi du 0-1 de Borel)

Le second lemme requiert une hypothése d’indépendance supplémentaire, mais sa
conclusion est intéressante : ’événement {A,, ; 1.5.} ne peut étre que de probabilité
0 ou 1, a I'exclusion de tout autre résultat.

C’est le premier cas d’une série de résultats du méme style, qui disent en substance
que de laléatoire on peut tirer des certitudes.

Théoréme 2.22 (2¢ lemme, ou loi du 0-1 de Borel) — Soit (A,),>0 une suite
d’événements (mutuellement) indépendants. Alors l’événement {A,, ; 1.S.} ne peut
étre que de probabilité 0 ou 1 :

e si Y P(A,) converge, alors P{A, ; 1.s.} =0;

e si Yy P(A,) diverge, alors P{A, ; 1.s.} =1.

[ DEMoNsTRATION : Le cas convergent est déja démontré dans le premier lemme. On suppose donc
que > P(A,) diverge. Les A étant indépendants, leurs complémentaires le sont également.
Ainsi

(mc)_ﬁw

k=n

N
o
N N

.t ( S ro)

k=n

par convexité de la fonction exponentielle. Figure 2.2 —1—-p<e P,

Or la série > P(A,,) diverge, donc le membre de droite tend vers 0 quand N tend vers +oo,
et par continuité monotone décroissante,

[eS) N
P<ﬂ A;) —nglle<m A;) =0
k=n k=n

Une réunion dénombrable d’ensembles négligeables est négligeable, donc
oo (oo}
P ( Un Ai) =0.
n=0k=n

Enfin, par passage au complémentaire,

P{An;I.S.}:P<ﬁ DAk>:1. 1

n=0k=n

Remarque 2.23 Sans ’hypothése d’indépendance, la divergence de la série Y P(A,) peut ne rien
entrainer. Voici un exemple purement artificiel : lors d’une succession infinie de tirages a pile ou face,
on note A, l’événement « le premier tirage retourne pile ». (Oui oui, tous les A, sont alors égaux).
On a alors P(Ay,) = pour tout m > 1, la série > P(A,) diverge mais

{An; 1.s.} =Aq donc P{A,; 1s.} = %



58 2. CONDITIONNEMENT ET INDEPENDANCE D’EVENEMENTS

2.4 Exemples

Théme 3 : La marche aléatoire sur Z est presque siirement non bornée

Un marcheur aléatoire, partant de la position Sy = 0, parcourt I’ensemble Z en temps
discret, en effectuant, indépendamment du passé, un pas vers la droite avec une proba-
bilité p ou vers la gauche avec la probabilité 1 — p. Sa position & I'instant n est notée S,,
de sorte que si a I'instant n le marcheur est en position S,
e il se retrouve en S,,+1 =S, + 1 avec la probabilité p .............. événement D,
e en S,11 =S, —1avec la probabilitée g=1—p ............. événement G,, = Dy,.

Par hypothése, les événements (Dy)n>0 sont mutuellement indépendants.
Notons B I'événement « la suite (Sy)n>0 est bornée » et, pour tout entier m > 1,

By, @ la suite (Sn)n>o0 est a valeurs dans |[—m + 1;m — 1] ».
On remarque d’abord que

B= B.

1

ﬁcg

Fixons momentanément un entier m > 1.
Notons, pour tout n entier, A, , I’événement : « le marcheur a effectué une succession
de 2m pas successifs vers la droite, le premier étant a I'instant 2nm + 1 », c’est-a-dire

2nm+2m

Apm= (] Ds

k=2nm+1

Par exemple, Ao représente « le marcheur n’a marché que vers la droite entre les
instants n et 2m ».

Par indépendance des Dy, P(A,,m) = p
Or, les événements A, 4+1,m et Ap ., couvrent des intervalles de temps disjoints : voici par
exemple pour m = 5 les instants concernés pour les valeurs n =3 et n =4

2m

Ainsi, par indépendance, la probabilité qu’aucun événement A,, ., se réalise est

[[P@as.) =] @-p") =0

La probabilité qu’au moins un événement A, ,, se réalise est donc 1.
Or dés qu'un des A, ,, est réalisé, 2m pas sont effectués successivement sur la droite, et il
est impossible que le mouvement reste confiné dans 'intervalle entier ouvert | —m ;m[ :

Anm C By,

et donc

Anm C Br,.

(N

n=1

Par croissance, P(B5,) = 1 et, par passage au complémentaire, P(B,,) = 0.
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Enfin, par o-sous-additivité (ou en rappelant que la réunion dénombrable d’événements
négligeable est négligeable),

P(B) < > P(Bn)=0.
m=1
La valeur P(B) = 0 montre bien que la marche aléatoire symétrique sur Z est presque
stirement non bornée.

Remarque 2.2 Dans le chapitre 18 on établira de nouveau ce résultat par d’autres méthodes, et
on montrera un peu plus : la marche aléatoire symétrique sur Z n’est ni majorée ni minorée. On
établira également que la marche dans le plan Z2 est non bornée.

Théme 4 : Inexistence de probabilité raisonnable sur N

On munit ’ensemble N de la tribu T = P(N) et on cherche a définir une probabilité « rai-
sonnable » sur N, au sens ot par exemple la probabilité qu’un entier soit pair devrait étre
1/2, la probabilité que ce soit un multiple de 10 devrait étre 1/10 et, plus généralement,
pour tout k& € N*, .

=

Nous allons montrer par ’absurde que c’est impossible. On suppose donc ’existence d’une
telle probabilité P.

e Notons (pn)n>1 la suite croissante des nombres premiers et A, = ppN.

e Les événements A, = prN sont mutuellement indépendants. En effet, pour
tout entier n et tout choix d’indices i1,...,4, distincts, un entier est multiple de
pi,, de p;, etc. et de p;,,, si et seulement si il est multiple de p;, - - - p;,,, donc

d

e Or > P(Ay) =5 1/pk est une série classiquement divergente ; du deuxiéme lemme
de Borel-Cantelli (qui nécessite I'indépendance des Ay !) on déduit

P(kN)

Aik) = P(multiples de pi, - .pin)

= o = L = TTPea).
DPin, k=1 k=1

Piy - Piy,

=
s

P{A,; 1s.} =1

ou encore, pour presque tout entier, il existe une infinité de diviseurs premiers... ce
qui est absurde, puisque seul 0 est dans {A,, ; 1.s.}.
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