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Avant-propos

Ce cours fait suite a celui destiné aux candidats a 'agrégation interne et externe
de mathématiques, a savoir [36], qui est basé sur quelques parties communes des
programmes d’analyse de ces concours. Avec ce deuxiéme volume, on développe
quelques compléments a [36] et des parties du programme de 'agrégation externe
non exigibles pour 'agrégation interne, en particulier les notions relatives a la
théorie de la mesure et a l'intégrale de Lebesgue, aux fonctions holomorphes et
aux espaces de Hilbert.

Le niveau de connaissance suffisant pour la lecture de cet ouvrage est celui
d’une licence de mathématiques. Les notions de base sur les espaces normés, les
espaces métriques, les suite et séries a valeurs dans un espace normés, les suites
et séries de fonctions, les séries entieres et de Fourier sont supposées acquises. La
théorie de l'intégration au sens de Riemann sur un segment ou sur un intervalle
avec la notion d’intégrale impropre est également supposée connue. On pourra se
reporter a [36] pour ces notions.

Ce cours est 'occasion de revoir les points importants précédemment cités du
programme d’analyse de I’agrégation externe et les quelques 200 exercices proposés,
tous corrigé en détail, peuvent constituer un bon entrainement pour les épreuves
écrites et certains d’entre eux peuvent étre utilisés pour des développements dans
les legons d’oral.

Avec les 4 premiers chapitres de ce livre, on expose les notions de base sur la
théorie de la mesure et de 'intégration au sens de Lebesgue.

Le chapitre 5 est consacré a une introduction aux espaces de Hilbert réels
ou complexes. Avec le chapitre qui suit, on s’intéresse a titre d’application aux
fonctions presque périodiques de Bohr.

Les trois chapitres qui suivent sont consacrés au calcul différentiel sur un espace
de Banach.

Vient ensuite 1’étude des fonctions holomorphes et méromorphes avec le théo-
reme des résidus.

Les derniers chapitres sont consacrés a quelques applications des notions pré-
cédentes. On s’y intéresse a la transformation de Laplace, a ’étude de quelques
fonctions usuelles comme les fonctions exponentielle et logarithme sur R, C ou
sur une algebre de Banach, aux fonctions eulériennes gamma et béta ainsi qu’a la
fonction zéta de Riemann.

L’étude de la théorie des probabilités qui est une suite naturelle des chapitres
consacrés a la théorie de la mesure est faite par Walter Appel dans [1].

Comme dans le livre de Walter Appel consacré aux probabilités pour I'agré-
gation externe publié dans la méme collection par Deboeck Supérieur, on pourra
exploiter dans cet ouvrage une vingtaine de « Themes ». Il ne s’agit pas de déve-
loppements préts a 'emploi, mais plutot de suggestions qu’il est possible d’intégrer
a certaines lecons d’oral. La liste de ces themes figure a la page suivante.

Pour conclure, je tiens & remercier les éditions Deboeck et en particulier Alain
Luguet pour la confiance qu’ils m’accordent en publiant ce travail. Un grand merci
a Walter Appel qui a corrigé de nombreuses coquilles et réalisé quelques figures
d’illustrations.
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Liste de quelques themes

. Léquation fonctionnelle de Cauchy f (x 4+ y) = f () + f (y) pour f mesurable

sur R (exercice 2.10, page 106).

. Densité de I’ensemble des fonctions continues & support compact de R™ dans C

dans 'espace normé (]Lp, ||||p> (théoréme 4.9, page 164).

Approximations de 'unité dans LP pour p € [1,+oo] et densité de I’ensemble
D (R™) des fonctions C*° & support compact de R™ dans C dans L” (théoréme
4.19, page 176 et corollaire 4.3, page 179).

. Construction de fonctions plateau : si K un compact non vide de R" et O

un ouvert de R™ qui contient K, il existe alors ¢ € C> (R™,[0,1]) & support
compact telle ¢ () = 1 pour tout = € K et ¢ () = 0 pour tout x € R*\ O
(théoréme 4.21, page 182).

. Formule d’inversion de Fourier : si f € L' est telle que f € £!, on a alors

1
Formules sommatoires de Poisson théoreme 4.27, page 197 et théoreme 4.28,
page 198 desquelles on déduit une formule d’inversion de Fourier dans un cas
particulier (théoreme 4.29, page 199 et exercice 4.17, page 220) ainsi qu’une
équation fonctionnelle pour la fonction 6 de Jacobi (corollaire 16.1, page 638).

n}(—t) pour presque tout ¢t € R™ (théoréme 4.24, page 191).

Inégalité de Hardy : pour tout réel p € |1, 00[ et toute fonction f € LP, on a :

/ 1
rx ZP

*
+

“f)ar

0

P
de <qp/ f @) da
R

*
+

(exercice 4.7, page 205).

Existence de base hilbertienne de L? (Ja,b[,7) ou m : Ja,b[ — R% est une
b

fonction poids pour laquelle il existe un réel o > 0 tel que / et (1) dt < 400

(théoreéme 5.18, page 248).

Applications du théoréme de représentation de Riesz (théoreme 5.19, page 250) :
le théoréeme de Hahn-Banach sur un espace de Hilbert (théoreme 5.20, page
252), de Stampachia (théoréeme 5.21, page 254) et de Lax-Milgram (théoréme
5.6, page 255).

Opérateurs de Hilbert-Schmidt (paragraphe 5.7, page 258).

a

Caractérisation des normes sur un espace vectoriel normé complexe déduite
d’un produit scalaire (exercice 5.5, page 266).

Fonctions presque périodiques (chapitre 6, page 281). Ce theme permet de revoir
les notions de compacité, précompacité et relative compacité ; de continuité et
uniforme continuité ; de fonctions périodiques et polynoémes trigonométriques ;
de projection orthogonale dans le cadre hermitien.

Fonctions d’une variable réelle continues et nulle part dérivables (paragraphe
7.4, page 330).

Fonctions quasi-différentiables sur un espace de Banach (exercice 7.5, page 344).
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15. Différentielle de ’'exponentielle sur une algebre de Banach (exercice 7.12, page 356).

16. Caractérisation des isométries affines sur un espace de Hilbert (exercices 7.11,
page 354 et 8.5, page 387).

17. Lemme de Morse (exercices 8.4, page 385 et 9.4, page 407).

18. Le théoréeme d’Hadamard-Levy dans un cas particulier (théoréme 9.7, page
399).

19. Transformée de Fourier des fonctions rationnelles en utilisant la formule de
Cauchy (paragraphe 11.2, page 478).

20. Bi-holomorphismes du disque unité complexe (théoreme 11.14, page 487) et
bi-holomorphismes du demi-plan de Poincaré (corollaire 11.5, page 488).

21. Formule de Lie-Trotter-Kato pour ’exponentielle sur une algebre de Banach
(théoréme 16.4, page 599).

22. Théoreme de Weilandt donnant une caractérisation de la fonction Gamma com-
plexe par son équation fonctionnelle et une condition de majoration (théoreme
16.15, page 623).






Chapitre
o

Théorie de la mesure

Pour ce chapitre, X est un ensemble non vide et P (X) est I’ensemble de toutes
les parties de X.

1.1 Préliminaires sur les ensembles

Pour toute suite (A,), .y de parties de X, on note respectivement :

limsup 4,, = ﬂ LJA;€ et liminf A,, = U ﬂAk

nortee neNk>n e neNk>n
I’ensemble des = € X qui appartiennent a une infinité de A,, et 'ensemble des
r € X qui appartiennent a tous les A,, sauf au plus un nombre fini d’entre eux.
On a liminf A,, Climsup 4,, et :

n—-+00 n——+oo

neNk>n neN \ k>n

X\ limJirnf A, =X\ (X \ lim sup An) = limsup (X \ 4,)
n——+00

n—-+o0o n—-+oo
Dans le cas ot la suite (A,), .y est croissante (i. e. telle que A, C A,

pour tout n € N), on a liminf 4, =limsup 4,, = UA” et dans le cas ou
noee norteo neN

cette suite est décroissante (i. e. telle que A, 41 C A, pour tout n € N), on a
liminf A, =limsup 4,, = ﬂ A,.
n—-+4o0o n—~+o0o neN

A toute partie A de X, on associe sa fonction indicatrice (ou fonction carac-
téristique) 14 : X — {0,1} définie par 14 (x) = 1siz € A et 14 (z) = 0 si
x ¢ A.

Les fonctions indicatrices permettent de transformer des opérations ensem-
blistes en opérations algébriques.

Avec le théoréme qui suit, on résume les principales propriétés des fonctions
indicatrices ot {0,1}" désigne ensemble des applications de X dans {0,1}.
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Théoréme 1.1.

L’application x : P(X) — {0, 1}X qui associe a une partiec A de X sa
fonction indicatrice 14 est bijective d’inverse

1 {0, -5 PX)
v = 471}

Pour toutes parties A, B de X, on a :

1x\a=1-14, 1anp = 1alp =min(14,1p)
lavp=1a+1p—141p =max(1la,1p)

lB\A:]-B (1—1,4) :max(13—1A7O), 1AAB = |1A—13|

ot AAB = (AU B)\ (AN B) est la différence symétrique de A et B. Pour
toute suite finie (Ar), ¢y, de parties de X, on a :

n
= 14, = min 14,1 » = max 1y,
kl_[l Foagk<n P T U A 1<k<n R
1 = k=1

Démonstration Si A, B dans P (X) sont tels que 14 = 15, on a alors pour tout
re X:
(reA)e La(x)=1)< (1g(z)=1) < (z € B)

soit A = B. L’application x est donc injective. Pour toute application vy € {0, 1}X ,
en notant A = y~1{1}, on a 14 = =, donc x est surjective. En conclusion, y est
bijective d’inverse :
_ X
X' {01 P(X)
v oy {1
En utilisant la partition X = AU (X \ A), on déduit que pour tout € X, on
ala(z)+1x\a(z)=1,doncly\g=1-14.
Pour tout x € X, on a :

Lang (2) = { (1) Zi : ; ﬁ f)i“;zBB — 14 (2) 15 (z) = min (14 (2), 15 (2))

donc 1AﬂB = lAlB = min(lA, ]-B) .

De ces deux formules, on déduit toutes les autres.

Avec X \ (A U B) = (X \ A) N (X \ B) , on déduit que 1X\(AUB) = 1X\A1X\37
soit 1 — 14y = (1 —14)(1 —1p) ou encore :

laup=14+1p —141p =max(14,1p)
Avec B\ A= (X \ A) N B, on déduit que :

1pa=15(1—-14) =max(1p —14,0)
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Avec AAB = (AU B)\ (AN B), on déduit que :

laap=1auB(1 —1anp) =(1la+1p—1415)(1 —141p)
=14+1p—141p—141p — 1415 +141p
=14+1p—21415=(14 —13)2 =14 — 15|

Pour tout x € X, on a :

<1ﬁAk(q;):1>(:><xeﬂAk> (Vke{1,---,n}, z € Ap)

< (Ve {l,---,n}, 14, (x)=1)
& (H 14, (z) = 1) & <1g}clgn 14, (z) = 1>
k=1

n
d 1 A = 1 foncti t 1 d
onc U 1I<I}€1£l A, buisque ces fonctions sont a valeurs dans
0.1
n

Avec X \ UAk = m (X \ Ag), on déduit que :

1

k=1 k=1
1-1ax = min (1—-14 —1—maX1A
U Ak 1<kgn( o) <k<n « (2)
k=1
soit 1 » = max 1lyk,. =
U Ar  1<k<n

k=1

Le résultat qui suit sur les fonctions symétriques élémentaires peut étre utilisé
pour généraliser la formule 14y =14+ 1 —1alp.

On rappelle que pour n € N* les fonctions symétriques élémentaires sont les
fonctions oy, ), : R™ — R, ot 'entier k est compris entre 0 et n, définies pour tout
a= (O‘i)lgign € R par oy 0 () =1let op i () = Z Qiy Qi -+ - Oy, pOUT

1<in < <ip<n
1 < k < n. Ces expressions sont qualifiées de « symétriques », car pour toute
permutation 7 de {1,--- ,n}, ona o, (017(1), e 7017(71)) =onk (0, o).

n
Lemme 1.1 Si P H — ay) est un polynome scindé unitaire de degré

n > 1 dansR[X], on a alors P (X) = ZakX”*k otay = (=) o (a1, an)
k=0
pour tout entier k compris entre 0 et n.

Démonstration On proceéde par récurrence sur n = deg (P) > 1.
Pour n = 1,ona P(X) = X —a; = apX + a1 avec a9 = 1 = o1 (aq) et
a; = —01p = —01,1 (041) .
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Supposons le résultat acquis pour les polynémes scindés unitaires de degré
n

n—12>1etsoit P(X) = H (X — ai) un polynoéme scindé unitaire de degré
k=1
n. En notant @ = (@), ¢;c,, € R" et &’ = (i), 1 € R"1 ona:

On,0 (0[) =0n-1,0 (O/) = 1; On,n (OZ) - Hai = 0nOp—1,n—1 (al)

et pour k entier compris entre 1 et n — 1 :

Jn,k (a): Z ail...aik

1<i < <ip <n
— E ail ...aik +an E ail ...aik71
1<ip < <ip<n—1 1< < <ig_1<n—1
!/ !/
=0On—-1,k (OZ ) + AnOn—1k—1 (O[ )
n—1 n—1
En utilisant I’hypothése de récurrence, on a H (X —ay) = E al, X" 1=k avec
k=1 k=0
L= (-1)" 0<k<n—1, d
ay, = (—1)" op—1x (&) pour n — 1, ce qui nous donne :

n—1 n
P(X)=(X—an) [[(X —ax) = (X —ay) Y ap X" 17F

k=1
n—1

= (X =) (1) op 1k (@)X 1k

|
—_

n—1 n

= (D) ok (@) XD () T o,k (o) XY

1T
=
S
Il
o

(=) o1 g1 (@) X"F

NIE

(=) o1k () X"k 4

i
o
E
I

—

n—1
P+ (D (01 (@) + non1 ko1 (@) XF 4 (1) 00101 ()
k=1

3

(—1)* i (a) X F Za Xk
0

=
Il

avec aj, = (—1)" on.k (@) pour tout entier k compris entre 0 et n. L]
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)
Théoréme 1.2. Formule de Poincaré
Pour toute suite finie (Ak)1<k<n de parties de X, on a :
n
k—1
1 O Ay = Z (_1) Z 1A110Ai2"'n‘41’k
Pt} k=1 1< < <ip<n
n n
Démonstration Avec X \ LJA;€ = ﬂ (X \ Ag), on déduit que :
k=1 k=1
n
1. =1- 1-1
U Ay H( Ak)
k=1 k=1
avec :
n n
k
H (1 - 1Ak) =1+ Z (_1) Z 1Ai1 ]'Aiz ' 1Aik
k=1 k=1 1<iy < <ip<n
n
k
=1+ Z (_1) Z 1Ai10Ai2“'mAik
k=1 1< < <ip<n
n
ce qui nous donne 1 Ooa Z (=)t > L4, nAs,-NA;, - L]
k—

et} 1 1< < <ig<n

1.2 Tribus

Si A, B sont deux parties de X, on note B\ A = BN (X \ A) la différence de
B et A.

Définition 1.1. Une algébre de Boole (ou un clan) sur X est une partie B
de P (X) telle que :

e X €5,
o V(A,B) € B%, B\ A€ B (B est stable par différence).

Théoréme 1.3.

Une partie B de P (X) est une algébre de Boole si, et seulement si, elle
vérifie les propriétés suivantes :

e X €eB;

e VAe B, X\ A€ B (B est stable par passage au complémentaire) ;

o V(A,B) € B2, AUB € B (B est stable par réunions finies).
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Démonstration Supposons que B soit une algébre de Boole. Par définition on

a X € B et comme B est stable par différence, on a X \ A € B pour tout A € B.
Pour A, B dans B,ona X\ B € Bet ANB = A\ (X \ B) € B, ce qui implique

que X\ (AUB)=(X\A)N(X\B)eBet AUB=X\(X\(AUB)) € B.
Réciproquement, supposons que BB contenant X soit stable par passage au com-

plémentaire et par réunions finies.
Pour tous A et B dans B, on a X \ (ANB) = (X\A) U(X\B) € Bet
ANB=X\(X\(ANB)) € B, ce qui implique que B\A=BN(X\A)eB. n

Corollaire 1.1. Une algébre de Boole sur X contient () et est stable par
passage au complémentaire, intersections et réunions finies.

Démonstration Ona ) = X \ X € B.
Par récurrence sur l'entier n > 1, on vérifie facilement que pour toute suite

(Ak)1<p<, d'éléments de B on a ﬂAk € B, donc B =X\ UAk = ﬂ (X \ Ap)
k=1 k=1 k=1

est dans B et UAk:X\BEB. ]
k=1

Théoréme 1.4.

Lintersection d’une famille quelconque d’algébres de Boole sur X est
une algébre de Boole sur X. Pour toute partie C de P (X), lintersection
ﬂ B est la plus petite algebre de Boole qui contient C.

B algébre sur X
ccB

Démonstration Soient (B;);.; une famille d’algebres de Boole sur I'ensemble
X et B= ﬂBZ- dans P (X). Pour tout ¢ € I, on a X € B;, donc X € B. Pour
il
(A,B) € B> et tout i € I, on a B\ A € B;, donc B\ A € B. On a donc ainsi
montré que B est une algebre de Boole sur X.
Comme P (X) est une algebre de Boole sur X qui contient C, il existe bien

de telles algebres de Boole et I'algebre de Boole ﬂ B contient C et est
B algeébre sur X
ccB
contenue dans toute algebre de Boole contenant B, c¢’est donc la plus petite. ]

Définition 1.2. Si C est une partie de P (X)), on dit alors que 'intersection
de toutes les algebres de Boole sur X qui contiennent C est 1’algébre de Boole
engendrée par C.

Exemple 1.1 Si C est une partie de P (X) qui contient X, qui est stable par in-
tersections finies et telle que pour tout A € C, le complémentaire X \ A est une
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réunion finie d’éléments de C deux & deux disjoints, alors l’algébre de Boole engen-
drée par C est l’ensemble de toutes les réunions finies d’éléments de C deux d deuz
disjoints (exercice 1.3). On peut prendre pour famille C celle des intervalles réels
ou plus généralement celle des pavés de R™, ce qui nous sera utile pour construire
la mesure de Lebesque sur R™ au paragraphe 1.8.

Définition 1.3. Une tribu (ou o-algébre) sur X est une partie A de P (X)
telle que :

e NeA;

o VAe A, X\ A€ A (A est stable par passage au complémentaire) ;

e Si (A,),cy est une suite d’éléments de A alors UA” € A (A est

neN
stable par réunions dénombrables).

La condition () € A peut étre remplacée par X € A puisque X = X \ () ou par
A non vide puisque A € A entraine X = AU (X \ A) € A.

Exemples 1.1 {0, X'} est la tribu grossiere, c’est la plus petite des tribus sur X ;
P (X) est la tribu triviale, c’est la plus grande des tribus sur X.

Théoréme 1.5.

Si A est une tribu sur X, alors :
e X cA;

e si A et B sont deux éléments de A, alors AUB, ANB, A\ B et
AAB=(A\B)U(B\ A) sont dans A;

e 80 (Apn),cy est une suite d’éléments de A, alors ﬂAn €A (A est

neN
stable par intersections dénombrables), limsup A, et liminf A4,, sont
n—+oo n—+00
dans A.

Démonstration Ona X = X\0e A; AUB = UA” € A en posant Ag = A,
neN
Ay = Bet A, =0 pour tout entier n > 2; X\ (ANB)=(X\A)U(X\B) €A,
donc ANB=X\(X\(ANB))eA; A\B=AN(X\ B) € A et en conséquence
AANB=(A\B)U(B\A) € A.
Pour une suite (4,) d’éléments de A, on a :

neN
() An =X\ (UX\An> €A
neN neN

et le dernier point s’en déduit facilement. [ ]
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Pour une tribu, la stabilité par réunions et intersections dénombrables im-
pliquent la stabilité par réunions et intersections finies en prenant les A, res-
pectivement vides pour la réunion ou égaux a X pour 'intersection a partir d’un
certain rang.

Une tribu est une algebre de Boole, mais la réciproque est fausse. Par exemple
la famille des parties dénombrables de R est une algebre de Boole mais pas une
tribu ({0} est dénombrable, mais pas R* =R\ {0}).

Théoréme 1.6.

Soit B une algébre de Boole sur X. Les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

1. B est une tribu ;

2. si (An),cn est une suite croissante d’éléments de B, alors U A, €B

neN
(B est stable par unions dénombrables croissantes) ;

3. 80 (An),cy est une suite décroissante d’éléments de B, alors ﬂ A, eB

neN
(B est stable par intersections dénombrables décroissantes).

Démonstration De la définition d’une tribu et du théoréme 1.5, on déduit que
(1) implique (2) et (3).

Si B est une algebre de Boole, le théoréme 1.1 nous dit alors qu’elle contient ()
et qu’elle est stable par passage au complémentaire et réunions finies. Si elle est
stable par unions dénombrables croissantes et si (A;), oy est une suite d’éléments

n

de B, en écrivant que A = UA" = UB” ou B, = UAk € B, on déduit que
neN neN k=0
A € B puisque (B,,), ¢y est croissante. On a donc I"équivalence entre (1) et (2).
Si elle est stable par intersections dénombrables décroissantes et si (Ay), oy est
une suite croissante d’éléments de B, la suite (X \ A,), oy est alors décroissante,
donc B = m (X\A4,) eBet UA” = X \ B € B. Donc (3) implique (2) et on
neN neN
a I’équivalence entre (1) et (3). [

Théoréme 1.7.

Soit X' un sous-ensemble de X. Pour toute tribu A sur X, la famille
A'={ANX' A€ A} est une tribu sur X' (tribu trace de A sur X').

Démonstration Ona ) =0 N X’ € A Pour tout A’ = ANX' € A ot A€ A,
ona X'\A'=X'\(ANnX')=(X\A)NX avec X \ A€ A, donc X'\ A" € A'.

Si (A7) ,en = (A N X'), oy est une suite d’éléments de A’ ot (A,), oy est une



Tribus 9

suite d’éléments de A, on a alors U Al = (U An> N X' avec U A, € A, donc
neN neN neN

U Al € A'. En conclusion, A" est une tribu sur X”. L]

neN

Théoréme 1.8.

Soient Y un ensemble non vide et une application f : X — Y. Pour
toute tribu B sur'Y, la famille A= {f~* (B), B € B} est une tribu sur X
(image réciproque de la tribu B par f notée f~1 (B)).

Démonstration () € B, donc ) = f~1()) € A. Si A = f~1(B) € A avec B
dans B,onaalors Y\ Be Bet X\A=X\f1B)=f1Y\B) e A Si
(An)pen = (F71 (Bn))nGN est une suite d’éléments de A ot (B,,),,cy est une suite

d’éléments de B, on a alors | JA, = | Jf71(Bn) = £ (U Bn> € A .
neN neN neN
La tribu trace sur X’ € X d’une tribu A sur X est I'image réciproque de A par
Pinjection canonique i : X" — X.

Théoréme 1.9.

L’intersection d’une famille quelconque de tribus sur l’ensemble X est une
tribu sur X. Pour toute partie A de P (X), la tribu o (A) = m B

B tribu sur X
ACB

est la plus petite tribu sur X (pour Uordre de linclusion) qui contient A.

Démonstration Soient (A;),.; une famille de tribus sur X et A = ﬂ.A,— dans
iel
P(X).Pour tout i € I, ona ) € A;, donc ) € A. Pour A € Aet tout i € I, on a
Aec A, donc X\ AecAet X\Ac A Si(A,),cy est une suite d’éléments de
A, on a alors A,, € A; pour tout 7 € I et tout n € N, donc U A, € A; pour tout
neN
1€l et U A, € A. On a donc ainsi montré que A est une tribu sur X.

neN
Comme P (X) est une tribu sur X qui contient A, il existe bien de telles tribus

et la tribu o (A) = m B contient A et est contenue dans toute tribu
B tribu sur X
ACB

contenant A, c’est donc la plus petite. ]

Définition 1.4. Si A est une partie de P (X)), on dit alors que 'intersection
o (A) de toutes les tribus sur X qui contiennent A est la tribu engendrée
par A.
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Dans le cas ol A est une tribu, on a o (A) = A.

Si A; C Aj sont deux parties de P (X), on a alors o (A;) C o (Asz). En effet,
ona A C Ay C o (Ay), done o (As) est une tribu sur X qui contient A; et en
conséquence o (A1) C o (As) puisque o (A1) est la plus petite tribu sur X qui
contient A;.

Exemples 1.2

1. Pour Ae P(X)\{0,X}, onac({A}) ={0,4,X \ A, X} (tribu de Bernoulli
associé a A).

2. La réunion de deux tribus n’est pas nécessairement une tribu comme le montre
lexemple de deux tribus de Bernoulli associées a deux sous-ensembles distincts.

3. Si l’ensemble X est dénombrable, la tribu engendrée par les singletons est alors
P(X) et si X est non dénombrable, cette tribu est alors :

A={AeP(X), AouX\ A est dénombrable}

(exercice 1.4).

Théoréme 1.10. De transport

Si'Y est un ensemble non vide, f est une fonction de X dans Y et £
est une partie de P (Y), on a alors f~' (o (£)) = o (f~*(£)) ot on a noté
e ={fE), EcE}.

Démonstration De l'inclusion £ C o (5), on dedult que f~1 (&) est contenu
dans la tribu f=! (o (£)), donca(f L&) c (a(€)).

Lafamille T = {E € P(Y), f~'(E) € (f L&) } étant une tribu qui contient
&, elle contient o (£), donc f~ ( &) c fH(T)ou f7H(T) Co(f () par
définition de T, d’ou l'égalité f~1 (o (€)) =0 (f L) . [

1.3 Tribu de Borel sur un espace métrique

Pour ce paragraphe, (X, d) est un espace métrique.

Définition 1.5. La tribu de Borel sur 'espace métrique X est la tribu

engendrée par les ouverts de X. On la note B (X) et ses éléments sont les
boréliens de X.

Pour n € N*, la tribu borélienne sur R” muni de la distance euclidienne est
notée Bgn.

La tribu de Borel B (X) est aussi la tribu engendrée par les fermés de X. En
effet, en notant Ox ’ensemble des ouverts de X et Fx ’ensemble des fermés de
X, tout fermé F' qui est le complémentaire de Pouvert X \ F est dans la tribu
0 (0Ox), donc Fx C 0(Ox) et 0 (Fx) C 0(Ox). De méme tout ouvert O qui est
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le complémentaire du fermé X \ O est dans la tribu o (Fx), donc Ox C o (Fx)
et O'(Ox) Co (.Fx) D’ou l’égalité O'(O)() =0 (.7:)()

Si X' est une partie non vide de V'espace métrique (X,d) muni de la mé-
trique induite, la tribu des boréliens de X' est alors la tribu trace de B(X)
sur X', & savoir B(X') = {AnX', Ae B(X)}. L’inclusion B(X') C B(X)
est réalisée si, et seulement si, X’ est un borélien de X et dans ce cas, on a

B(X')={AeB(X), ACcX'}.

Lemme 1.2 Si C est une partie de B (X) telle que tout ouvert de X est réunion
dénombrable d’éléments de C, on a alors B(X) =oc (C).

Démonstration Comme C est inclus dans B(X), on a o (C) C B(X). Si tout
ouvert de X est réunion dénombrable d’éléments de C, on a alors Ox C o (C) et
en conséquence, B (X) =0 (Ox) C o (C) et on a I'égalité B(X) =0 (C). [

Sachant que tout ouvert non vide R est réunion dénombrable d’intervalles ou-
verts (théoréme 2.4 de [36]), on déduit du lemme précédent que la tribu borélienne
sur R est aussi la tribu engendrée par la famille des intervalles ouverts de R. Plus
généralement, pour tout n € N*, tout ouvert de R™ est réunion dénombrable de
pavés ouverts (théoréme 2.5 de [36]), donc la tribu borélienne Bgn est la tribu
engendrée par les pavés ouverts de R™.

On peut aussi vérifier que la tribu borélienne sur R est engendrée par la famille
des intervalles de la forme |]—o0,y] ot y décrit R. Elle est aussi engendrée par la
famille des intervalles de la forme |z, y] ot < y dans R (exercice 1.6).

De la densité de Q dans R, on déduit que la tribu borélienne sur R est aussi
engendrée par la famille Zg des intervalles de la forme |—oo,r] ou r décrit Q.
En effet, tout élément de Zg étant un fermé, on a Iy C Bgr et o (Zg) C Bg.
Sachant que tout réel y est limite d'une suite (r,,), .y décroissante de nombres
rationnels (on peut prendre les approximations décimales par excés de y), on a
|—o0,y] = ﬂ |—00, 1] € 0 (Ig) , done Br C 0 (Iy) et Br = 0 (Ig) -

neN
Pour tout intervalle réel I, la tribu des boréliens de I est :

B(I)={ANnI, AcBr}={AecBgr, ACI}
La tribu des boréliens de R = R U {—o00, 400} est la tribu :
Br = {AUB, A€ By ot B € {{—o0}, {00}, {00, +o0}}}

et elle est engendrée par la famille des intervalles de la forme [—oo, y] ol y décrit
R ou encore par la famille des intervalles de la forme [—oo, y[ ot y décrit R. Par
densité, on peut se limiter aux y € Q.

On rappelle qu'un espace métrique X est dit séparable s’il existe dans X une
partie dense dénombrable.

Pour tout n € N*, R™ est séparable car Q™ est dénombrable et dense dans R™.

Théoréme 1.11.

Si espace métrique X est séparable, la tribu de Borel est alors engendrée
par la famille de toutes les boules ouvertes.
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Démonstration Notons C la famille des boules ouvertes B (z,¢) de X onz € X
et ¢ € RY. Comme C est contenu dans I'ensemble Ox des ouverts de X, on a
o(C)Cco(0Ox)=B(X).

Dauns le cas ou X est séparable, il existe une partie dénombrable D = {x,,, n € N}
dense dans X. Si O est un ouvert non vide de X, pour tout = € O il existe un
réel £ > 0 tel que B (z,e) C O et par densité de Q dans R, il existe un nombre

rationnel p dans }O, g[ De la densité de D dans X, on déduit qu’il existe un

entier n tel que d(x,z,) < p et la boule B (x,,p) est contenue dans O. En ef-
fet, pour tout y € B (zp,p), on a d(y,z) < d(y,zn) + d(xn,z) < 2p < ¢, soit

y € B(z,e) C 0. On a donc O = U B (xy,, p) . Tout ouvert de X est donc
(n,p)ENx QY
B(wmp)CO
réunion dénombrable d’éléments de C, ce qui implique que B (X) = o (C) d’apres
le lemme précédent. n

La tribu de Borel d’un espace métrique séparable est également engendrée par
la famille des boules ouvertes de rayon rationnel strictement positif.

Exemple 1.2 L’espace euclidien R™ étant séparable (densité de Q™ dans R™), sa
tribu de Borel est engendrée par la famille des boules ouvertes.

1.4 Mesures

__ On étend les deux opérations d’addition et de multiplication sur R & 'ensemble
R =R U {—00,+00} en posant pour z € R, y € RY et z € R* :
—00 + (—00) = —00, +00 + (+00) = 400, + 00 =t00 + x = +00
(£00) (£o0) = 400, (£00) (Foo) = (Foo) (£00) = —00, 0 (o) = (£00)0 =0
Yy (£00) = (fo0) y = 00, 2z (£o0) = (+0) 2 = Foo

Les opérations (+00) + (—o0) et (—00) + (+00) ne sont pas autorisées.
On note R+ = R+ U {+OO} .

Définition 1.6. Si A est une tribu sur X, on dit alors que le couple (X, .A)
est un espace mesurable.

Définition 1.7. Une mesure sur un espace mesurable (X, A) est une appli-
cation p: A — Ry telle que :

« n(0)=0;
e pour toute suite (A,), oy d’éléments de A deux & deux disjoints, on

+ oo +oo
a (U An> = Z,u (A,) (o-additivité ou additivité dénombrable de
n=0 n=0

Papplication pu).
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Avec les conditions de la définition précédente, on dit que le triplet (X,.A, )
est un espace mesuré.
Dans le cas ot p (X) est fini, on dit que la mesure p sur (X,.A) est finie.

De la propriété de o-additivité d’une mesure, on déduit que pour toute famille fi-
n

nie (Ar); <<, d’éléments de A deux a deux disjoints, on a p < U Ak> => (A
k=0 k=0
dans R (il suffit de poser Ay, = () pour tout entier k > n+1 sachant que () = 0).
La condition p () = 0 peut étre remplacée par p non constante sur +oo. En
effet si A € A est telle que pu(A) < +oo, de p(A) = p(AUB) = pu(A) + p1(0), on
déduit que p (0) = 0.

Exemples 1.3

e Pour tout élément x de X, Uapplication §, : P(X) — {0,1} définie par
0 (A) = 14 (x) (soit 6, (A) =1 six € A oud, (A) =0 sixz & A) est une
mesure finie sur P (X). C’est la mesure de Dirac en x (exercice 1.7). Une
telle mesure est finie.

e Pour X dénombrable, toute mesure finie est une série pondérée de mesures
de Dirac (exercice 1.7).

e La mesure de comptage (ou de dénombrement) sur (X, P (X)) est définie
par p(A) = card (A) pour toute partie A de X. Une telle mesure est finie
pour X fini. Pour X =N et tout A€ P(N), ona :

p(A)=card(A) =Y 1= 1a(n)= Y d,(A)

neA neN neN

+oo
soit p = Zén.
n=0

o Si (X, A 1) est un espace mesuré, on peut alors définir pour tout X' € A
muni de la tribu trace A/ = {AN X', A€ A} la mesure trace p’ sur (X', A)
par ' (A") = p (A") pour tout A’ € A'.

o Si X est un ensemble non dénombrable et :
A={AeP(X), A ou X\ A est dénombrable}
est la tribu engendrée par les singletons de X (exercice 1.4), Uapplication :
w: A — {0,1}
A 0 si A est dénombrable
1 si X\ A est dénombrable

est alors une mesure sur (X, A) (exercice 1.8). Une telle mesure est finie.

Avec le théoréme qui suit, on résume les principales propriétés des mesures.
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Théoréme 1.12.

Soit (X, A, p) un espace mesuré. On a les propriétés suivantes, ou A et
B désignent des éléments de A :

1. si A C B, on a alors i (A) < p(B) (u est croissante) et dans le cas ou
15 (4) est fini, on a 11 (B\ A) = (B) — s (4) ;
2. p(AUB)+ pu(ANB) = p(A)+p(B);

3. pour toute suite croissante (A,),cy déléments de A, la suite

(1t (An)),en converge en croissant vers ju U An> dans Ry (continuité

neN
croissante de p) ;@

4. pour toute suite décroissante (Ap), cy d’éléments de A, pour laquelle il
existe ng € N tel que p(An,) < +00, la suite (1 (An)),cy converge en

décroissant vers i <ﬂ An> dans Ry (continuité décroissante de ) ;
neN

5. pour toute suite (Ay), oy d’éléments de A, on a :

u(UAn> <> u(A

neN neN

(inégalité de Boole qui se traduit en disant que p est sous-additive) ;
6. pour toute suite (A,),cy d'éléments de A telle que Z,u ) < +oo,

neN
on a <lim sup An> =0 (Borel-Cantelli).

n—-+4oo

a. Ce résultat est un cas particulier du théoreme 2.9 de Beppo-Levi.

Démonstration
1. Pour A C B, on a la partition B =AU (B \ A), donc :

1(B) = u(A) + u(B\ A) > pn(4)

Si p (A) est fini, on peut alors écrire que (B \ A) = pu(B) — (A) dans R,

2. Si p(ANB) = 400, on a alors u(AUB) = p(A) = u(B) = +00 car ces
ensembles contiennent AN B, donc (AU B) + u(ANB) = pu(A) + u(B). Dans
le cas ot (AN B) < 400, de la partition :

AUB=(A\(ANB)U(ANB)U(B\(ANB))
on déduit que :

p(AUB) = p(A) = p(ANB)+p(ANB)+p(B) —p(BNA)
=p(A)+p(B) —p(ANB)
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3. On a la partition A = U A, = Ay U U (A, \ Ay—1) . En effet pour tout
neN neN*
x € A, il existe ng € N tel que z € A, et en désignant par n; le plus petit entier
telquex € A,,,,onaxz € Agpour ny =0ouzx € A,, \ Ap,—1 C U (A \ An—1)
neN*
pour ng = 1. Pour 0 <n<m,ona A, CAp_1et(4Ay,\ An_1)NA, =0 donc
(A \ Am—1) N (A, \ Ap—1) = 0 (en posant A_; = (). Il en résulte que :

+o0 n
p(A) = (Ag) + > p(An\ Ap_y) = i (u (Ao)+ >y (A \Ak_1)>
n=1 k=1

= lm p <A0 U O (Alc\Ak—l)> = lim p(An)

n—-+o0o n—-4o0o
k=1

la suite (¢ (An)),cn étant croissante.

+oo
4. Comme la suite (A, ), oy est décroissante, on a B = ﬂ A, = ﬂ A, CA,,
neN n=ngp+1
et u(B) = p(Ap,) — p(Any \ B) (puisque p(A4,,) < +o00) avec :

“+o0 “+o0
Ano \B = Ano \ ﬂ Ay = U (Ano \An)
n=ng+1 n=ngo+1

la suite (An, \ An),s,, 41 étant croissante dans A, ce qui nous donne :
=

1 (Ang \ B) = ngg_loo/‘ (Ang \ An) = 1 (Any) — lim p(An)

n—-+oo
et u(B) = nEI«POO p(An), la suite (u(An)), ey étant décroissante.
5. Pour A,B dans A, ona p(AUB) < p(AUB)+pu(ANDB) =pu(A) + p(B)

n n
et par récurrence on déduit que p U A | < Z,u (A), ce qui donne :

k=0 k=0
1 (U An) = lim p (UAk> < lim (Zu(Ak)> = n(A4)
neN k=0 k=0 neN
n
(la suite (U Ak> est croissante).
k=0 neN
6. La suite (B,), cy = U Ay est décroissante dans la tribu A telle que
k>n
neN
+ oo
w(Bo) =p (UA”> < Zu (Ay) < 400, donc :
neN n=0

I (limsupAn) =p (ﬂ&) = lm 4 (By)
n—r+00

n—-+oo neN
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on 0 < u(By) =p UA’“ <R, = Zu(Ak) et ngr-ir-loo R, = 0 (reste d’une

k>n

n—-+o0o

série convergente), donc <lim sup An) =0. [

L’égalité u (ﬂ An> = lim pu(A,) pour (4,),cy décroissante n’est pas as-

N n——+0o
n
surée sans ’hypothese p(A,,) < +oo pour un entier ng. Par exemple pour la

mesure de comptage sur N et 4, = {k €N, k > n}, ﬂ A, = 0 est de mesure

neN
nulle et chaque A,, de mesure infinie.

La formule (AU B) + p (AN B) = u(A) + 1 (B) se généralise comme suit.

Théoréme 1.13. Formule de Poincaré

Soit (X, A, ) un espace mesuré. Si (Ax);¢p<,, €St une suite d’éléments

de A telle que p (UAk> < +o0, on a alors :
k=1

(0)-Ber 5 sthenna

k=1 1< < <ip<n

n
Démonstration Comme U Ay contient toutes les intersections A;, N--- N A4;,
k=1

n
pour 1 < i3 < --- < i < n, Phypothese p (UAk> < +o00 nous dit que tous les
k=1
ensembles A;, N---N A;, sont de mesure finie.
On peut prouver la formule de Poincaré par récurrence sur n > 1.
Pour n = 1, c’est clair et pour n = 2 c’est vu avec le théoréme précédent.
Supposons le résultat acquis pour n > 2 et soit (Ag), <k <n 41 une suite d’éléments

n+1
de A telle que p (UAk> < 4o00. En notant B = UAk, le cas n = 2, nous

k=1 k=1
donne :

n+1
m (U Ak> = 1 (Ant1) + 1(B) = (A1 N B)
k=1

En utilisant I’hypotheése de récurrence, on a :

n

M(B):Z(_l)k71 Z /J'(Ailm"'ﬁAik)

k=1 1<ip < <ip<n

donc :
n+1 n

p(Apir) + 1 (B) =Y p(A) +Z(—1)k71 > p(Agy NN Ay )

11=1 k=2 1< << <n+1
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et :

p(Ap1NB) =p (U AN An—H)

k=1

S T st na

[
—
|
—
=
<
L

p(Ay N NA; NA;LLL)

j=1 1§i1<~~~<ij<ij+1=n+1

Le changement d’indice k = j 4+ 1 dans cette derniere somme nous donne :

n+1
p(AnNB) =3 (-1 > p(An NN Ay NA)
k=2 1< < <ip_1<ip=n+1
Donc :
n+1 n+1 n
k—1
M<UAk):zu<Ail>+z<—1> S aAannAy)
k=1 11=1 k=2 1< < <ip<n+1
n+1

SRS ennAe 04y
k=2 1< < <ip_1<ip=n+1
n+1

k—1

=> (-1 > (A NN Ay
k=1 1<y < <ip<ntl

en utilisant, pour tout entier k compris entre 2 et n + 1 la partition :

U{(Zl, ,ik_l,n+].)7 1§i1<-~<ik_1<n+1}

1.5 Mesures sur un espace métrique

Une mesure sur un espace métrique (X, d) muni de la tribu de Borel B (X) est

dite mesure de Borel.

Dans le cas ol p est une mesure finie sur (X, B (X)) (4. e. telle que p (X) < 400)
on peut donner la caractérisation qui suit de la mesure en utilisant les ouverts et
les fermés (voir aussi le théoréme 1.23 et le corollaire 1.7 dans le cadre de la mesure

de Lebesgue sur R).
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Théoréme 1.14.

Soit p une mesure finie sur (X,B(X)). Pour tout borélien A € B (X)
et tout réel € > 0, il existe un ouvert O et un fermé F dans X tels que
FCACO et u(O\F)<e.

Démonstration Il suffit de vérifier que 'ensemble A des boréliens A € B (X) tels
que tout réel € > 0, il existe un fermé F et un ouvert O de X tels que F C A C O
et u(O\ F) < e est une tribu qui contient tous les ouverts de X. Dans ce cas A
contient la tribu engendré par les ouverts, a savoir la tribu de Borel B (X) et on a
le résultat annoncé.

L’ensemble vide qui est & la lois ouvert et fermé et de mesure nulle est dans A.
SiAe A eec Ry et F, O sont respectivement un fermé et un ouvert de
X tels que'ona F C A C Oet p(O\F) < ¢, les ensembles F/ = X \ O et

O’ = X \ F sont respectivement fermé et ouvert tels que 7/ ¢ X \ A C O et

w(O'\NF)=pu(O\F)<e donc X\ Ae A
Soient (A), oy~ une suite d’éléments de A et € € R Pour tout entier n > 1,
il existe un ferme Fn et un ouvert O, de X tels que I'on a F,, C A, C O, et

w(On\ Fn) etonaF—U]: CA—UA C(’)—U(’) ou O est
neN* neN* neN*
ouvert, mais F' non nécessairement fermé. On a alors O\ F' C U (On \ Fp) et
neN*

TCIGED WIAIRD wees

neN* n=1

En écrivant I’ensemble F' comme réunion croissante F = U (U]—"k> , on
neN*

u(F):nggloou<

fk> dans R, (la mesure u est finie), donc il existe un entier
€ " " .
ne tel que p (F) — 3 <p (U}'k> . L’ensemble F = U]—"k est alors un fermé de

k=1 k=1
X contenu dans A tel que :

p(ON\F) =p(0) = p(F) = p(O) = p(F) + p(F) — p(F)

= O\ F)+p(F)—p(F) <5 +5=¢

(toutes les mesures sont finies), ce qui nous dit que A = U A, € A

neN*
L’ensemble A est donc une tribu sur X.

Vérifions enfin que cette tribu contient les ouverts de X.
Pour A ouvert, on prend O = A. Le complémentaire X \ A étant fermé, on a :

A={zeX, d@Xx\A)>0= ] F

neN*
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1

otules F, =<z € X, d(z,X\ A) > — ; sont fermés du fait de la continuité de la
n

fonction =+ d (z, X \ A). La suite de boréliens (F,),cy- étant croissante, on a

w(A) = ngr}rloou (Fp) dans R (la mesure p est finie), donc :

lim p(O\Fp) = lim p(A\Fn)=p(A) = lim p(F) =0

n—-+00 n—+00

et pour tout réel € > 0, il existe un entier n. tel que u (O \ F,.) < ¢, le fermé F,,_
étant contenu dans A = O. [

Corollaire 1.2. Si u est une mesure finie sur (X, B (X)), on a alors :

w(A) =sup{p(F), F fermé dans X tel que F C A}
=inf {u (0), O ouvert dans X tel que A C O}

pour tout A € B(X).

Démonstration Soit A € B(X). Pour tout réel e > 0, il existe un ouvert O et un
fermé F dans X telsque F C AC Oet p(O\ F) <e,donc pu(F) < p(A) < pn(0)
dans Ry et :

p(A) = p(F) <p(0) —p(F) =p(O\F) <e
p(0) = p(A) S p(0) = p(F) = p(O\F) <e
soit p(A) —e<p(F)<p(A) et u(A) <p(0)<p(A)+e Onadonce:

p(A) =sup {p(F), F fermé dans X tel que F C A}
=inf {§ (O), O ouvert dans X tel que A C O}

Corollaire 1.3. Si p et v sont deux mesures finies sur (X,B (X)) qui
coincident sur les ouverts [resp. sur les fermés], elles sont alors égales.

Définition 1.8. Une mesure p sur un espace mesurable (X,.A) est dite
o-finie 7l existe une suite croissante (A,), .y d’éléments de A telle que

u(Ay,) < 400 pour tout n € Net X = UA"'
neN
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Théoréme 1.15.

Si p est une mesure o-finie sur (X,B (X)), on a alors :
w(A) =sup{u(F), F fermé dans X tel que F C A}

pour tout A € B(X).

Démonstration Soit (A, ),y une suite croissante de boréliens de X telle que

w(Ay,) < 400 pour tout n € Net X = UA”'

neN
Dans un premier temps, on se donne A € B (X) tel que u(A) < +o0. La suite

de boréliens (A, N A), .y étant croissante de réunion égale a A, le théoreme 1.12
nous dit que pu(A) = ngrfoou (A, N A) dans Ry, donc pour tout réel e > 0, il
existe un entier n. tel que pu(A) —e < p(A4,. N A) < p(A) < +oo. L'application
te : B (A, N B) étant une mesure finie sur (X, B (X)), le corollaire 1.2 nous
dit qu’il existe un fermé F C A tel que p. (A) — e < pe (F) < p(F), ce qui
implique que :

p(A) = p(F) = p(A) = p(An. N A) + p(An, 0VA) = pu(F)
<€+/1*6(A)_:U’(]:) <25+/1'5(]:)_:U’<]:) < 2
et cela prouve que p (A) =sup {p (F), F fermé dans X tel que F C A}.
Dans le cas ou pu(A) = 400, on a encore I’égalité lirf (A, NA) = u(A)
n—+00

par croissance de (A4, N A) les p (A, N A) étant finis, donc en utilisant ce qui

précede, on a :

neN?

(A, NA) =sup{u(F), F fermé dans X tel que F C A, N A}
<sup {p(F), F fermé dans X tel que F C A}

pour tout n € N, ce qui implique en faisant tendre n vers 'infini que :

sup {p (F), F fermé dans X tel que F C A} = +o0 = pu (A)

Corollaire 1.4. Si p et v sont deur mesures o-finies sur (X, B (X)) qui
coincident sur les fermés, elles sont alors égales.

La caractérisation p(A) = inf {p (O), O ouvert dans X tel que A C O} n’est
plus valable pour une mesure o-finie. Par exemple sur (Q, |-|) muni de la mesure de
comptage, on a B(Q) = P (Q) puisque les singletons sont fermés, donc dans B (Q)
et tout élément de P (Q) est réunion dénombrable de singletons et les ouverts non
vides sont de mesure infinie car pour A € P (Q) fini en notant r le plus grand

1
élément de A, la suite <r + > est dans Q \ A et converge vers r ¢ Q \ A,
N ) neN*

n>r
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donc @ \ A n’est pas fermé et A n’est pas ouvert. On a alors pour A = {0},
p(A)=1<inf{u(0), A C O ouvert dans Q} = 400, la mesure u étant o-finie.

Dans le cas particulier ot il existe une suite croissante (A,), oy d’ouverts de

X telle que u(A,) < 400 pour tout n € N et X = UA"’ la caractérisation

neN
w(A) =inf { (O), O ouvert dans X tel que A C O} est valable (voir [9]).

1.6 Mesures extérieures

La construction de la mesure de Lebesgue sur R ou sur R™ peut se faire en
partant de la notion intuitive de longueur d’un intervalle réel ou de volume d’un
pavé de R™ a laquelle on associe une mesure extérieure sur P (R) ou P (R") qui
permettra de définir une mesure sur une tribu contenant la tribu des boréliens.
Nous étudions tout d’abord ce type de construction dans un cadre général.

Définition 1.9. Une mesure extérieure sur U'ensemble X, est une applica-
tion p* : P (X) — Ry telle que :

o p*(0)=0;
e si AC B dans P(X), on a alors u* (A) < p* (B) (u* est croissante) ;
+ pour toute suite (A,), .y d’éléments de P (X), on a :

w (U An> < Sou" (An)

neN neN

(u* est sous-additive).

Prenant dans la définition précédente tous les Aj vides a partir d’'un certain
rang n € N, on déduit de la condition de sous-additivité que pour toute suite finie

(Ak)ogkgn de parties de X, on a pu* <UA’“> < Z,u* (Ag) .
k=0 k=0

Le théoréeme 1.12 nous dit que toute mesure définie sur P (X) est une mesure
extérieure, mais une mesure extérieure n’est pas en général une mesure, c’est-a-

“+o0 “+o0

dire que l'égalité p* UA” = Zu* (A,,) n’est pas assurée pour toute suite
n=0 n=0

(An), ey d’éléments de P (X) deux a deux disjoints (voir I'exercice 1.13).

On rappelle que pour tous sous-ensembles A et F de X la différence E \ A est
I'intersection (X \ A) N E.

Dans le cas ou une mesure extérieure p* sur X est une mesure, on a pour
toutes parties A et E de X la partition £ = (FNA)U (E\ A), de sorte que
pw (E)=p*(ENA)+p* (E\ A). Nous allons vérifier que I’ensemble :

Ay ={AeP(X) ;VEE€P(X), ' (E)=p* (ENA) +u* (E\A)} (1.1)

est une tribu sur X et que la restriction de u* a cette tribu est une mesure.
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On se donne donc une mesure extérieure p* sur X et on lui associe la famille
d’ensembles A, définie par (1.1). La propriété vérifiée par les éléments de A,,-
est dite propriété de Carathéodory.

La condition de sous-additivité pour une mesure extérieure nous dit que pour
tout A € P(X) et tout £ € P (X), on a déja I'inégalité :

i (B) =t (BN AU B\ 4)) < " (BN A) + 1" (B A)
de sorte que :

A ={A€P(X) ; VE€P(X), u* (E) > " (ENA) + p* (E\ A)}
Lemme 1.3 La famille d’ensembles A, est une algébre de Boole.
Démonstration Pour tout F € P(X), on a :

i (BOX)+ 0 (B\X) = 1 (B) + 1" (0) = u* (E)
donc X € A,-. Si A € A+, on a alors pour tout £ € P (X) :
W (EO(X\ )+ " (B\ (X\ ) = & (BN (X\ A)) + " (BN A) = " (E)

donc X \ A € Ay-.

On vérifie ensuite que pour tous A et B dans A+, la réunion C' = AUDB est aussi
dans A,+. Pour tout £ € P (X), on a en appliquant la propriété de Carathéodory
a I'ensemble ENC pour A € A, :

p(ENC)=p (ENC)NA) +p"(ENC)\ A)

(ENC)NA=EN(AUB)NA=EnNA
(ENC)\A=(EN(AUB))\A=(E\A)NB
et E\C = E\(AUB) = (F\ A)\ B, ce qui nous donne compte tenu de B € A,- :
W (ENC)+ it (E\C) = " (BN A)+ " (E\ A) 1 B) + g ((E\ 4)\ B)
=p" (ENA)+p" (E\A)=p" (E)

et cela nous dit que C' € A-. [

On déduit alors du corollaire 1.1 que A+ contient I’ensemble vide et est stable
par réunions finies et intersections finies.

Théoréme 1.16. Carathéodory

Soit i une mesure extérieure sur X.

1. La famille d’ensembles A, défini par (1.1) est une tribu sur X.

2. La restriction p de p* a la tribu A,- est une mesure.
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Démonstration

1. Vu le lemme précédent, il nous reste a vérifier la stabilité de A« par réunions
dénombrables. Pour ce faire, on considere dans un premier temps une réunion
dénombrable d’ensembles deux a deux disjoint.

Dans le cas ot A et B dans A, sont disjoints, en notant C' = AU B, on a pour
toute partie F de X :

W CNE)=p " (CNENA)+p" (CNE)\A)=u"(ANE)+u(BNE)

et par récurrence, on vérifie en exploitant la stabilité de A,- par réunions finies
que pour toute suite finie (Ak)lgkgn d’éléments de A,,- deux & deux disjoints, on
a pour tout F € P (X) :

©* (Eﬂ <UAk>> = (BN A
k=1 k=1

Pour toute suite (A,), oy d’éléments de A~ deux a deux disjoints, du fait que
n

les réunions U Ay, sont dans A+, on a pour tout £ € P (X) :
k=0

w (B) = g (Em (UA)) e <E\ (UA>>

=S (0 A 1 (E\ (Um))
k=0

k=0
n +oo
> (BN Ap) +p <E\ (Um))
k=0 k=0
ce qui implique en faisant tendre n vers I'infini que :

+o0 too
w(E) > ZM* (ENAL) +p* <E\ (UAk>>
k=0

k=0

e (U)o (o (Un)

+oo

et cela nous dit que U Ay € A,-. La derniere inégalité étant en fait une égalité
k=0

(définition de A,-), on en déduit I’égalité :

+00 too
pH(E) =) (BN A) +p° (E\ (UM)) (1.2)

k=0 k=0
+oo
Dans le cas d’'une réunion quelconque A = A, d’éléments de A, on se
TR)
n=0

+oo
ramene a une réunion disjointe A = UB” en définissant la suite (B,,),cy par

n=0
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n—1
=Apet B, = A, )\ (U Ak> pour n > 1. Le lemme précedent nous dit que les
k=0
n—1
réunions U Ay, et les différences B,, sont dans A+, ce qui implique que A € A~
k=0

En conclusion, A,- est une tribu.

2. Pour toute suite (A,) d’éléments de A, deux a deux disjoints, 1'égalité

neN
+00 —+oo +oo
(1.2) appliquée & E = UAk nous dit que p* (UA”> = Z,u* (A4,,), soit que
k=0 =0 =
la restriction p de p* a la tribu A,- est une mesure puisque I'on sait déja que
p* (0) = 0. m

Dans les conditions du théoréme de Carathéodory, on dit que (X, A,«, 1) ol p
est la restriction de de u* a la tribu A+ est I'espace mesuré associé¢ a la mesure
extérieure p*.

Définition 1.10. Si x* est une mesure extérieure sur X, on dit alors qu'une
partie A de X est p*-négligeable si u* (A) = 0.

Avec le théoreme qui suit, on donne un résumé des propriétés des ensembles
w-négligeables relativement & une une mesure extérieure.

Théoréme 1.17.

Soit p* une mesure extérieure sur X. Toute partie p*-négligeable de X
est dans la tribu A,- définie par (1.1); toute partie d’un sous-ensemble
w*-négligeable de X est p*-négligeable ; une réunion dénombrable de parties
w*-négligeables est *-négligeable ; pour toute partie p*-négligeable A de X
et toute partie B de X, on a p* (AU B) = u* (B) = pu* (B\ A)

Démonstration Soit A € P (X) une partie p*-négligeable.
La mesure extérieure p* étant croissante, on a pour pour toute partie £ de X :

i (B0 A) 4+t (B A) < 0 (A) + i* (E) = " (E)
donc A € A,,-

Pour tout B C Aona0 < p*(B) < p*(A) =0, donc p* (B) = 0 et B est
négligeable.

Si (An), ey est une suite de parties p*-négligeables de X, on a alors :

* (UA"> <D p(An) =

neN neN

donc p* <U An> =0et U A, est négligeable.
neN neN
PourtoutBGP(X) onap*(B) < p (AUB) < p* (A) +p* (B) *(B),
donc pu* (AU B) = p* (B) . Ecrivant que B = (B\ A)U( bl ,
on en déduit que p* (B) pw* (B\ A). L]

N
D
5
o
t*
£S
D
W=
I
o\_/
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Du théoreme précédent, on déduit que I'espace mesuré (X, A,-, 1) est complet,
c’est-a-dire que toute partie u-négligeable (i. e. contenue dans un ensemble de
p-mesure nulle) est dans A~ et de p-mesure nulle.

Dans le cas particulier ou (X,d) est un espace métrique, on peut définir la
notion suivante.

Définition 1.11. Une mesure extérieure p* sur X est dite métrique si elle
est telle que p* (AU B) = p* (A) 4+ p* (B) pour tous sous-ensembles A, B
de X tels que d (A, B) > 0.

Théoréme 1.18. Carathéodory

Soient (X, d) un espace métrique, p* une mesure extérieure sur X et
(X, Ay, 1) Uespace mesuré associé a p*. Une telle mesure extérieure est
métrique si, et seulement si, tous les fermés de X sont p-mesurables.

Démonstration Supposant que la mesure extérieure p* est métrique, on se
donne un fermé F de X et il s’agit de montrer que pour tout F € P (X) on a
pw (E) =z p* (ENF)+p* (E\ F). Le résultat étant acquis si EN F = () (dans ce
casonapu* (ENF)=0et p*(E\F) < p*(E)car E\F CE)ousi E\F =10
ou si u* (E) = 400, on peut supposer que p* (E) < 400, ENF # (et E\ F # (.

L’ensemble F' étant fermé, on a E\ F = {z € E, d(z, F) > 0}. En notant

1
F, = {xeX, d(z,F) < —} pour tout entier n > 1, on a pour tous x € ENF et
n

1
ye E\F,,d(x,F)=0etd(y,F)> —, donc :
n

A(e.9) > |d (e, F) — d(y, F)| = d (3, F) >

ce qui nous dit que d (FNE,E\ F,) > 0 et implique du fait que la mesure exté-
rieure p* est métrique que :
W (EOF)+ 0" (B\F) = i (ENF)U(E\ ) < (E)
Pour tout entier n > 1, on a :

E\F={z€FE, d(z,F) >0}

:{meﬂ O<d(x,F)<%}U{x€E, d(x7F)>%}:Bnu(E\Fn)

1
oll on a noté B,, = {xEE, 0<d(x,F) < —},donc:
n

p (ENF) < p’ (Bp) + 1" (E\ Fy)
et :
W (ENF) 4+ (B\ F) < u* (ENF) + " (E\ F,) + 1" (By)

< p
<1 (B)+ 1° (By) (13)
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Il nous suffit alors de montrer que hrf w* (By) = 0.
n—-+0o0

Pour tout n € N* on a :

+oo

1
B, = el — <d(z,F) E
/CL:Jn {x k41 (a: } U *
—+oo
donc p* (B,,) < Zu* (E%) , ce majorant étant le reste d’une série de réels positifs.
k=n
Pour j, k entiers naturels non nuls tels que |k —j| > 2, on a d(Ey, E;) > 0

1 1
(dans lecasou k—j > 2onapourz € Ey, et y € E;, d(z,F) € ]k—ﬁ-l’k‘} et

1 1
d(y,F)G] =y ] donc :

1 1 k—(G+1) 1
d > |d(z,F)—d(y,F)| > —— — - = - = -

ce qui nous dit que d (Ey, Ej) > et méme chose dans l'autre cas), ce qui

1
E(j+1)
implique du fait que la mesure extérieure p* est métrique que :

ZM* (Ear) = p* (UE%) <Sw(E)
k=1 k=1

De maniere analogue, on a Zu (Bop—1) = p <UE% 1) < p*(E). 1l en ré-
k=1

n
sulte que pour tout n € N* on a Z,u* (Fx) < 2u* (E) < 400 ce qui nous dit que

k=1
“+o0
la série ZM est convergente et en consequence ona lim Z,u Ek) = 0
n—4oo
k=n

ce qui implique que lim p* (B,) = 0. L’inégalité :
n—-+o0o

p(ENE)+p" (BE\F) <y (E)

en résulte alors en faisant tendre n vers l'infini dans (1.3).
Les fermés sont donc dans la tribu A,,«, ce qui nous dit qu’ils sont y-mesurables.
Réciproquement, supposons que tous les fermés de X sont u-mesurables. Par
passage au complémentaire, il en résulte que tous les ouverts de X sont y-mesurables.
Si A, B sont deux sous-ensembles de X tels que d (A, B) > 0, il existe alors un
ouvert O de X qui contient A et disjoint de B et on a en exploitant le fait que

O c A,
p*(AUB) =p* (AUB)NO) +p" ((AUB)\ O) = p* (A) + p* (B)

ce qui nous dit que la mesure extérieure p* est métrique. ]
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Corollaire 1.5. Soient (X,d) un espace métrique, pu* une mesure exté-
rieure sur X et (X, Ay, 1) Uespace mesuré associé a p*. Si la mesure ex-
térieure u* est métrique, les boréliens de X sont alors p-mesurables.

Démonstration La tribu A,- contenant les fermés, elle contient la tribu engen-
drée par les fermés de X, soit la tribu B (X) des boréliens de X. L]

1.7 Un théoréme de prolongement

Il n’est pas toujours possible de définir une mesure de maniere explicite sur une
tribu. Nous allons voir que si 'on sait définir une « mesure » sur une partie de
P (X) vérifiant certaines propriétés, on peut alors lui associer une mesure sur la
tribu engendrée par cette partie. Par exemple a partir de la notion intuitive de
longueur des intervalles réels ou de volume des pavés de R™, on peut définir une
mesure extérieure sur R ou sur R™ a laquelle on associera une mesure sur la tribu
des boréliens.

Pour la suite de ce paragraphe, on se donne une algebre de Boole B sur X et

une application v : B — R telle que :
e v(0)=0;

 pour toute suite (Ay), .y d’éléments de B deux a deux disjoints telle que

U A, eB,onav U A, = ZV (A) (v est o-additive).
neN neN neN
Nous allons vérifier que v se prolonge en une mesure sur la tribu o (B) engendrée
par B, ce prolongement étant unique sous certaines conditions.
On rappelle que la tribu engendrée par B C P (X) est 'intersection o (B) de

toutes les tribus sur X qui contiennent B (définition 1.4).
n

Pour toute suite finie (Ak)1<k<n d’éléments de B, on a UAk € B et dans le
k=1
cas ol ces éléments sont deux a deux disjoints en posant Ay = () pour tout entier
k>n-+1,ona:

v (LJ44k> =V < LJ.Ak> = }::V(Ak):ZZE:V(Ak)
k=1 kEN~ keN~ k=1
Pour A C B dans B,ona B\ A€ Bet:
v(B)=v(AU(B\A)=v(A)+v(B\A) >v(A4)

ce qui signifie que v est croissante.

Lemme 1.4 Pour tout A € B et toute suite (Ay,), oy d’éléments de B telle que

AcC U Ay, onav(A) < ZV (A) (v est sous-additive).
neN neN
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Démonstration La suite (B,) de parties de X définie par By = Ap et

neN
n—1
n = An\ LJA;€ est une suite d’éléments de B deux & deux disjoints (pour
k=1

0<n<m,onaB, CA,etun élément de B,, n’est pas dans A4,,). Comme

B, C A, pour tout n € N, on a U B, C U A,,. Pour tout = € U A, il existe

neN neN neN
un plus petit entier n € N tel que = € A,,. Sin =0, on a alors x € Ay = By. Si

n > 1, on a alors © € A, et © ¢ Aj pour tout k compris entre 0 et n — 1, soit
r € B,,.On adonc A C UA" = UB” et A= UAﬂBn dans B. Comme v est

neN neN neN
o-additive et croissante, il en résulte que :

v(A) =) v(ANB,) <Y v(B.) <Y v(Ay)

neN neN neN
(puisque AN B,, C B,, C A,, pour tout n € N). [
Pour tout partie A de X, on note v* (A) =  inf v ) € Ry, la borne
1% ( Ac U Aﬂj{: +5
neN
inférieure étant prise sur toutes les suites (A,), oy d’éléments de B telles que
AcC U A,,. Une telle suite existe bien, par exemple la suite définie par Ag = X
neN
et A,, = 0 pour tout n € N* convient et les sommes Zl/ (A,) étant dans R, la
neN

borne inférieure existe bien dans R..
Dans le cas ou v* (A) est fini, il existe pour tout réel ¢ > 0 par définition de

la borne inférieure, une suite (A,), oy d’éléments de B telle que A C U A, et

neN
F(A) <D v(An) < v (A) +e.

neN

Théoréme 1.19.

Pour tout A € B, on a v*(A) = v (A) et la fonction d’ensemble v* est
une mesure extérieure sur X.

Démonstration Si A € B, il fait alors partie des recouvrements possibles de A
par des éléments de B et on a 1/* (A) <v (A) Du fait de la sous-additivité de v
(lemme précédent), on a v ( ZV ) pour tout recouvrement de A par des
neN

éléments de B, donc v (A) < v* (A) et on a 1'égalité v* (A) = v (A) . En particulier,
onav*(0)=v(0) =0.

Si A C B dans P (X), tout recouvrement de B par des des éléments de B est
aussi un recouvrement de A, ce qui implique que v* (4) < v* (B).

Soit (A,) une suite d’éléments de P (X) et A = U A,. S’ existe un entier

neN
p tel que v* (A4,) = +oo, 'inégalité v* (A) < ZV(An) = 400 est alors assurée.
neN

neN
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En supposant que v* (4,) < +oo pour tout n € N, étant donné un réel £ > 0,

il existe pour chacun de ces entiers n une suite (Ap ),y d’éléments de B telle

que on ait A, CUAnketl/ ZV k) <V (An)+ nil On a alors
keN keN 2
A=A c A= U Ay et
neN neNkEN (n,k)EN?
VA DY v(Ang) =) <ZV(AH,,§)>
(n,k)EN? neN \keN
<Z(V*(A 2n+1) Zu
neN neN

(voir le théoréme 4.30 de [36] pour I'égalité Z v(Ang) = Z <Zl/ (Ank)>

(n,k)€EN? neN \keN

dans R, ). Faisant tendre ¢ vers 0, on en déduit que v* (4) < Zu* (A

neN
La fonction d’ensemble v* est donc bien une mesure extérieure sur R. [

Le théoreme 1.16 de Carathéodory nous dit alors que I’ensemble :

A={AeP(X);VE€P(X), v (E)=v" (ENA) +v" (E\A)}
—{AeP(X):VEE€P(X), v (E) > v (ENA) + v (E\A)}

est une tribu sur I’ensemble X et que la restriction p de v* a cette tribu est une
mesure sur X.

Lemme 1.5 La tribu A ainsi définie contient la tribu o (B) engendrée par l’algébre
de Boole B.

Démonstration Il nous suffit de vérifier que la tribu A contient 1’algebre de
Boole B puisque o (B) est la plus petite tribu sur X qui contient .
11 s’agit donc de vérifier que pour tout A € B et tout £ € P(X), on a :

V' (ENA)+v* (E\A) <v*(E) (1.4)
Pour E € B, les ensembles EN A et E'\ A sont dans B et on a :

vi(E)=v(E)=v((ENA)U(EN\NA)=v(ENA)+v(E\A)
=V (EnA)+v" (E\A)

Pour E € P (X) tel que v* (E) = 400, 'inégalité (1.4) est automatiquement
vérifiée.
Pour E € P (X) tel que v* (E) < +o0, il existe pour tout réel € > 0 une suite
(An), ey d’6léments de B telle que E C | J Ay et v (E) <Y v (An) < v* (B)+e,
neN neN

neN
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donc ENAC |J (A4nnA), ENAC | (An\ A) et

neN neN
V' (ENA)+v* (B\ A)
<DV ARNA) + ) (A \A) =) (7 (AN A) + v (A, )\ A))

neN neN neN
=Y (W(AnNA) +v (A, \A) =) v (4, (E) +¢
neN neN
Le réel € > 0 étant quelconque, cela implique 'inégalité (1.4) . ]

On a donc au final une mesure y sur une tribu A qui contient la tribu o (B) telle
que p(A) = v (A) pour tout A € B, c’est-a-dire que toute application o-additive
v : B — R, sur une algébre de Boole B telle que v () = 0 se prolonge en une
mesure sur une tribu 4 qui contient la tribu o (B)

Pour tout mesurable A € A, on a p(A) Zu ) € Ry, la borne

nEN

inférieure étant prise sur toutes les suites (An) d elements de B telles que

neN
A C UA"' Pour A de mesure finie, il existe pour tout réel ¢ > 0 une suite
neN
d’éléments de B telle que A C | J A, et p(A) <Y p(An) < p(A) +e.
neN neN
Supposons que g’ soit une autre mesure sur o () qui prolonge v.

Pour tout A € o (B) et toute suite (A4,,) dans B telle que A C U Ay, ona:
neN

(4n)

neN

neN

< ,u/ (UAn> < Zﬂ/ (An) = ZV (An)

neN neN neN

done 4 (A) < v* (A) = i (A).
Cette inégalité est aussi valable pour X \ A, soit p/ (X \ A) < u(X\ A).
Dans le casou v (X) = p (X) = ¢/ (X) est fini (X est dans B), on en déduit que

p (X)) = p' (A) = p(X) = ' (A) < p(X) — p(A), soit p(A) < p' (A) et D'égalité

' (A) = pu(A) pour tout A € o (B).

Dans le cas ou l'application v est o-finie dans le sens ou il existe une suite
croissante (Ay), cy d’éléments de B telle que v (A,) < +oo pour tout n € N et
X = UA"’ en définissant la suite (X,,) d’éléments de B par Xo = Ap et

neN

neN

n—1
X, =An\ U Ap,ona X = U X, ou les X,, sont deux a deux disjoints et tels
k=1 neN
que v (X,) < v (4,) < +oo pour tout n € N.
Pour tout n € N les applications p, : A — p(ANX,) et u, : A— p/' (ANX,)
sont des mesures finies sur (X, o (B)) qui coincident sur B et telles que l'on ait
pn (X) = p(Xn) = v(X,) = ¢/ (Xn) = u, (X) < +o0o, donc elles sont égales
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d’apres le cas précédent. Il en résulte que pour tout A € o (B), on a :

w (A) = <UAan> =3 W (ANX,)=> p(AnX,)

neN neN neN
=u<UAﬁXn> = p(A)
neN

Au final, nous avons le théoreme suivant.
Théoréme 1.20.

Si B est une algebre de Boole dans P (X) et v: B — Ry une application
o-additive telle que v (0) = 0, il existe alors une mesure u sur la tribu o (B)
engendrée par B qui prolonge v (i. e. telle que p(A) = v (A) pour tout
A € B). Une telle mesure est uniquement déterminée dans le cas ot v est
finie ou o-finie.

1.8 La mesure de Lebesgue sur R et sur R"

On rappelle qu’une partie I de R est un intervalle si, et seulement si, pour tous
réels a < b dans I, le segment [a, b] est contenu dans I. De cette caractérisation on
déduit que l'intersection de deux intervalles I et J est un intervalle. En effet pour
a<bdans INJ, onala,b] CIetla,b] CJ donc [a,b] C INJ. Le complémentaire
d’un intervalle I est soit : 'intervalle vide ) = Ja,a[ si I = R; l'intervalle R si [
est vide; un intervalle non borné si I # R est non borné; la réunion disjointe de
deux intervalles non bornés si I est borné non vide.

Donc 'ensemble 7 des intervalles réel contient R, est stable par intersections
finies et le complémentaire d'un intervalle est réunion finie d’intervalles disjoints,
ce qui implique d’apres l'exercice 1.3 que l'algebre de Boole engendrée par les
intervalles est ’ensemble B de toutes les réunions finies d’intervalles deux a deux
disjoints. On a alors o (Z) = o (B) = Bg.

n
Pour n > 1 entier, un pavé dans R™ est un ensemble de la forme P = HI k

k=1
ou les Ij sont des intervalles réels. L’ensemble P des pavés contient R", est stable

par intersections finies et le complémentaire d’un pavé est réunion finie de pavés
disjoints, donc I’algebre de Boole engendrée par P est I'ensemble de toutes les
réunions finies de pavés deux a deux disjoints. La tribu engendrée par cette algebre
de Boole est celle engendrée par P a savoir la tribu borélienne Bgn.

Définition 1.12. La longueur d’un intervalle réel I est I'élément de R,
défini par ¢ (I) = sup (I) —inf (1) .

Si I est un intervalle borné d’extrémités réelles a < b, on a alors ¢ (I) =b—a
dans R, . En particulier on a ¢ (0) = ¢(Ja,a[) = ¢ ([a,a]) = 0. Si I est non borné,
on a alors a = —oo ou b = 400 et £ (I) = +o0.
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Cette fonction d’ensemble est invariante par translation dans le sens ot pour
tout intervalle réel I et tout réel o, on a £ (a+I) = £(I). En effet, si I est non
borné, il en est alors de méme de v+ I et on a ¢ (a+ 1) = ¢(I) = +oo, sinon
en notant a < b les extrémités réelles de I, le translaté a + I est l'intervalle
d’extrémités a +a < a+bet L(a+I)=(a+b)—(a+a)=b—a={((]). Plus
généralement, pour tout réel v et tout réel non nul A, on a ¢ (a+ AI) = |\ £ (]).

A partir de cette notion de longueur d’un intervalle réel, nous allons définir une
mesure extérieure sur R en utilisant le théoreme 1.20 de prolongement, ce qui nous

conduira a la mesure de Lebesgue.
n

Il semble naturel de définir la « mesure » d’un élément A = U I de B ou les
k=1

Ij; sont intervalles deux & deux disjoints par v (4) = ZE (Ir,) , mais pour ce faire

k=1
nous devons vérifier que cela ne depend pas de la partltlon de A par des intervalles.

Le volume d’un pavé P = Hlk de R™ est v ( H€ I) € R, et celui d'un
k=1 k=1
m m
élément A = UPk de T'algebre de Boole engendrée par P est v (A) = Zl/ (Py)
k=1 k=1

ol on convient toujours que 0 (400) = (+00) 0 = 0.
n

Pour toute o € R™ et tout réel non nul A\, a + AP = H (ag + Aj) est un pavé
k=1
et on a :
n
v(a+AP) = [t (ar + M) = [N"v(P)
k=1

Pour ce qui suit on se limite a 1’étude détaillée de la mesure de Lebesgue sur

R, le résultats analogues pour R™ étant admis.

Lemme 1.6 SiI = [a,b] est un intervalle réel fermé borné et (Ik)1<k<n une suite
n

finie d’intervalles réels telle que I C UIk, on a alors ¢ (I Zﬁ Ip) .
k=1

Démonstration Si l'un des intervalles I; pour j compris entre 1 et n est non
n
borné, on a alors £(I;) =+ooet £ (I) =b—a < ZE (I) =

On suppose donc que chaque intervalle I, pour k compris entre 1 et n est borné
et on note a; < by, ses extrémités.
On raisonne par récurrence sur n > 1. Pour n = 1, 'inclusion I C I; se traduit
par —o0 < a1 < a <b< by <+ooetona€()zb—agbl—alzﬁ(ll).
n

Supposons le résultat acquis pour n — 1 > 1 et soit I C UI 5 un recouvrement
k=1

fini de U'intervalle I par des intervalles I}, bornés. L’extrémité b de I est contenue

dans 'un des I} et, en modifiant au besoin la numérotation, on peut supposer que

k = n, soit que a, < b < b,. Sia, <a,onaalorsa, <a<b<b,,soit I CI,
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n n—1
et £(I) ZE . Sinon, on a a < a, < b < by, donc [a,a,[ C UIk et
k=1 k=1

par hypothese de récurrence on a a,, —a < ZE (Ix) , ce qui implique compte tenu

de b —a, < b, —a, =4(I,) que :

() =b—a=(b-an)+(an—a) <> L(

k=1

Lemme 1.7 Si I = [a,b] est un intervalle réel fermé borné et (I Jnen une suite

d’intervalles réels telle que I C U I, on a alors £ (I ZE
neN neN

Démonstration Sil’un des I,, est non borné, le résultat est alors évident comme
pour le lemme précédent.
On suppose que chaque intervalle I,, pour n € N est borné et on note a,, < b,

ses extrémités. Pour € > 0 donné, on désigne par (I, (¢)),,cy la suite d’intervalles

ouverts définie par I, (¢) = { et on a un recouvrement

c €

Jon = o7t + o

ouvert I C UI ) du compact I = [a,b] duquel on peut extraire un sous-
neN

Ne

recouvrement fini I C U Ji. On déduit alors du lemme précédent que :

k=1
Mg +oo “+o0 e
DS )<Y @)=Y (bn ~an + W)
k=1 n=0 n=0
“+o00 +oo 1 —+o0
<D U(I)+e)y STt = > (L) +e

n=0 n=0 n=0

Faisant tendre ¢ vers 0, on en déduit que £ (I ZE n) - [ ]
neN

Lemme 1.8 Sil est un intervalle réel et (I Jnen une suite d’intervalles réels telle

que I C U I, on a alors € (1 Zé ) (¢ est sous-additive).
neN neN

Démonstration Si ZE (I,) = o0, le résultat est alors évident. Si la série

neN
ZE ) est convergente, tous les I,, sont alors bornés. En notant a < b les extré-
neN
mités de I, pour tout segment I’ = [a,b'] contenu dans I, on a I’ C U I, et du

neN
lemme précédent on déduit que £ (I') =V —d’ ZZ ) < +oo. II en résulte
neN
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que a et b sont finis, puis faisant tendre (a’,b") vers (a,b), on en déduit le résultat
annonceé. |

Lemme 1.9 Si (I,,),,c

dans un intervalle I, on a alors ¢ (I) = Zﬁ (I,) .
neN

N st une suite d’intervalles deux a deux disjoints inclus

Démonstration Si ¢ () = +o0, le résultat est alors évident. On suppose que [
est borné d’extrémités a < b. Comme [I,, C I pour tout n € N, tous ces intervalles
n

sont bornés et on a LJI;€ C I pour tout n € N*. En modifiant au besoin la

k=0
numérotation et en notant ay < bg les extrémités de chaque intervalle I}, comme

ils sont deux a deux disjoints, on peut supposer que :

a<ag<bp<ar <bp<--<ap_1 <bpo1 <ayp <by <H

et on a :
n n n—1
Zé(lk) = Z (b —ag) < Z (ag1 —ag) + (bn — an)
k=0 k=0 k=0
<an—ag+b—a, <b—a=¢(I)
Faisant tendre n vers I'infini, on en déduit le résultat annoncé. ]

Théoréme 1.21.

Si I est un intervalle réel et (I,), oy une suite d’intervalles réels deuz d

deuz disjoints telle que I = U I, on a alors ¢ (I) = ZE (1) .
neN neN

Démonstration C’est une conséquence des deux lemmes précédents. [ ]

Corollaire 1.6. Si (I);cp<p € (Jk)icpcn SONt deuz suites finies d’in-
n

m
tervalles réels deux a deux disjoints telle que UIk = UJk, on a alors

k=1 k=1
n m

S UI) =D (k).

Démonstration Le théoréme précédent (qui est valable pour les suites finies en
prenant les I,, vides & partir d’un certain rang) nous dit que le résultat est acquis
pour n =1 et m € N*,

m
Pour n > 2 et tout entier j compris entre 1 et n, on a I; = UIJ N Jg, les
k=1

I; N Jy étant des intervalles deux & deux disjoints, donc ¢ (I;) = ZE (I; N Jy) (cas
k=1
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n = 1), ce qui implique que :

nom m m

Zﬁ(fj) => >0y = ZZK (I N Ji) = Ze(Jk)

j=1k=1 k=1j=1

n

On peut donc définir la fonction d’ensemble v : B — R par v (A4) = Z@ (Ix)

k=1
n

pour tout A = UI r € B ou les I} sont intervalles deux & deux disjoints. Cette

k=1
fonction coincide avec £ sur I’ensemble Z des intervalles réels et en particulier, on

av(0)=0.
Lemme 1.10 La fonction d’ensemble v est o-additive.

Démonstration Il s’agit de vérifier que si (A,), oy est une suite d’éléments de

B deux a deux disjoints telle que A = U A, € B, on a alors v (A) = Zl/ (4,).

neN neN
Siles A, et A sont des intervalles, c’est le théoréme 1.21.

Si les A,, sont des intervalles, on a alors A = U I, = U A, ou les I, sont des
p=1 neN
intervalles deux & deux disjoints, donc I, = [, N A = U I, N A, pour p fixé ou
neN
les I, N An sont des intervalles deux a deux disjoints et le théoreme 1.21 nous dit
que £ (I ZE (I, N A,), ce qui implique que :
neN

v(A) = 0(L)=> Y tI,NA) =YY ((I,NA,)

p=1 p=1neN neNp=1

m
avec A, = A, NA= UA” N1, ol les A, NI, sont des intervalles deux a deux

p=1
m

disjoints, donc v (A,) =€ (Ay) = Z£ (Ip,NAy) et v ZV

p=1 neN

Mn

Pour le cas général, chaque A,, = UIn, ; est réunion disjointe d’intervalles I,

Jj=1
My
et A = U A, = U UI”J est aussi réunion dénombrable d’intervalles deux a
neN neNj=1

deux disjoints, ce qui nous donne d’apres le cas précédent :

)=S0y = Y (4n)

neNj=1 neN
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Le théoréme 1.20 nous dit alors que la fonction d’ensemble définie sur P (R) par
v*(A) = ZV ) € Ry, la borne inférieure étant prise sur toutes les
ne N
suites (4,) d’éléments de B telles que A C U A,, est une mesure extérieure.
On a v* (A) = v (A) pour tout A € B et en ;:iiculier v* (I) = £(I) pour tout
intervalle I.
Cette mesure extérieure est aussi définie par :

neN

vi(A) = inf Y (1)

neN neN

la borne inférieure étant prise sur toutes les suites d’intervalles réels (I,), oy tels

que A C U I,,. En effet, pour tout recouvrement A C U I,, par des intervalles

neN neN
réels, on a v* Zé ) puisque ces intervalles sont des éléments de B, donc
neN
v (A) < (A) = Acirbf . Zé (I,) . Dans le cas ot v* (A) = 400, on a 'égalité

nen  MEN
v*(A) =£*(A). Siv* (A) est fini, il existe pour tout réel € > 0 une suite (Ay),, cy

d’éléments de B telle que A C | J Ay et v* (A) <Y v (Ay) < v* (A)+¢ ol chaque

neN neN
My
A, UI” ;j est réunion disjointe d’intervalles I,, j, ce qui nous donne :
j=1

A 4> S Gy) 2 £ (4)

neNj=1

Le réel £ > 0 étant quelconque, on a v* (A) > £* (A) et Iégalité v* (A) = ¢* (A4).
On notera £* la mesure extérieure v*.

Théoréme 1.22.
La mesure extérieure £* est invariante par translation (i. e. telle que

0 (a+ A) =0 (A) pour tous A € P(R) et a € R).

Démonstration Soient A une partie non vide de X et a € R. Pour tout recou-
vrement de A par des intervalles A C UI"’ onaa+AC U (a+1I,) ou les

neN neN
a + I, sont des intervalles, donc £* (o + A) Zé (a+1,) = ZE(In), ce qui
neN neN

implique que £* (a+ A) < £*(A). Du fait que A = —a + (a4 A), il en résulte
que £* (A) =0 (—a+ (a+ A)) < (a+ A), dou I'égalité ¢* (a + A) =1*(A) . m
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Définition 1.13. L’espace mesuré (X, Ay, (") associé a la mesure exté-
rieure £* (théoréme 1.16 de Carathéodory) est ’espace mesuré de Lebesgue
sur R. La tribu Ay« est la tribu de Lebesgue, la mesure £* sur cette tribu
est la mesure de Lebesgue et les élément de Ay« sont sont dits Lebesgue-
mesurables.

Un sous-ensemble A de R est donc Lebesgue-mesurable si, et seulement, pour
toute partie E' de R, on a la condition de Carathéodory :

(E)=0"(ENA)+ ¢ (E\ A
ou de maniere équivalente :
C(E)Z 0 (ENA) 4+ (E\ A)

On notera £ (R) = Ay~ la tribu de Lebesgue et A = £* la mesure de Lebesgue
sur R.
En écrivant que R = U [n,n + 1] chaque intervalle [n,n + 1[ étant de longueur

nez
égale a 1 on voit que la fonction d’ensemble v est o-finie donc le théoreme 1.20 nous

dit que la mesure de Lebesgue est I'unique mesure sur o () = Bg qui prolonge ¢.

Lemme 1.11 La tribu de Lebesgue est stable par translation et la mesure de Le-
besgue est invariante par translation.

Démonstration Si A € L (R) et « € R, on a alors pour toute partie E de R :
En(a+A)={yeR;y=a+zecEouzecA}=a+AN(—a+E)
E\(a+A)={yeR;yeB a=—aty¢At=a+(-a+E)\A

donc :

C(En(a+A)+0(E\ (a+ A))
=0 (a+AN(—a+E)+ 0 (a+ (—a+E)\ A)
=0 (AN(—a+E)+ 0 ((—a+E)\A) =" (—a+ E) =" (E)

puisque la mesure extérieure £* est invariante par translation, donc a«+ A € L (R).
Il en résulte que A qui est la restriction de ¢* & £ (R) est aussi invariante par
translation. ]

La tribu de Lebesgue L (R) est strictement contenue dans P (R), c’est-a-dire
qu’il existe des parties de R non Lebesgue-mesurable. La justification de ce résultat
utilise 'axiome du choix (voir les exercices 1.12 et 1.13).

Exemples 1.4
e Toute partie négligeable de R (i. e. telle que ¢* (A) = 0) est Lebesgue-
mesurable (de mesure nulle) d’aprés le théoréme 1.17.

e Un théoréme de Lebesgue nous dit qu’une fonction f : [a,b] — E ot E est
un espace de Banach est Riemann-intégrable si, et seulement si, [’ensemble
de ses points de discontinuité est négligeable (théoréme 8.13 de [36]).
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e Une réunion dénombrable d’intervalles réels est Lebesgue-mesurable (voir
Uexercice 1.11).

e Toutl ouvert de R étant réunion dénombrable d’intervalles ouverts (théoréme
2.4 de [36]), il est Lebesgue-mesurable. Par passage au complémentaire, il
en résulte que tout fermé de R est Lebesgue-mesurable et en conséquence la
mesure extérieure L* est métrique (théoréme 1.18 de Carathéodory), ce qui
signifie que l'on £* (AU B) = £* (A) + £* (B) pour tous sous-ensembles A, B
de R tels que d (A, B) > 0.

e La tribu de Borel B(R) qui est engendrée par les ouverts est contenue dans
la tribu de Lebesgue L (R).

Le théoréme qui suit nous donne des caractérisations des ensembles Lebesgue-
mesurables utilisant les ouverts ou les fermés (voir aussi le théoréme 1.15).

Théoréme 1.23.

Soit A une partie de R. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. A est Lebesgue-mesurable ;

2. pour tout réel € > 0, il existe un ouvert O de R qui contient A tel que
F(O\A) <e;

3. il existe une suite d’ouverts (On),, oy telle que B = ﬂ O,, contient A et

neN
*(B\A)=0;°
4. pour tout réel € > 0, il existe un fermé F de R contenu dans A tel que
A\ F)<e;

5. il existe une suite de fermés (Fp), oy telle que C = U]-'n est contenu

neN
dans A et * (A\C)=0;?

6. A est la réunion d’un borélien et d’un négligeable.

a. Un tel ensemble B est appelé Gs-ensemble.
b. Un tel ensemble C' est appelé Fs-ensemble.

Démonstration
(1) = (2) Soit A Lebesgue-mesurable de mesure finie. Pour tout réel e > 0 il

existe une suite (I,,) d’intervalles telle que :

neN

Ac I, et A(A)gZK(In)<)\(A)+§

neN neN

Pour tout entier n > 0, l'intervalle I,, est borné et on peut trouver un intervalle

ouvert I, (¢) tel que I,, C I, (¢) et £ (I, (¢)) = £ (I,) pour I,, d’extrémités

€
+gnra (
[) L’ensemble O = UI" ()
neN

€ €
ap < by, on prend I, (g) = }an - W;bn + T3
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est alors un ouvert qui contient A et on a :

MNO)<S 0L (e) =S £(L) + g <A(A) +e
neN neN
ce qui implique que £* (O\ A) = A(O\ A) =X(0) —A(A) <e.
Pour le cas général, on écrit que A = U A, ou 4, = An[-n,n]. Chaque

neN*
ensemble A, étant Lebesgue-mesurable de mesure finie, pour tout réel € > 0, il

€
existe un ouvert O, de R qui contient A, tel que ¢* (O, \ 4,) < o L’ouvert
0= U O,, contient alors A et on a :

neN*

£*<0\A>=€*<U (m\A)) <Y rONA)S Y =

on
neN* neN* neN*

(2) = (3) Sila condition (2) est vérifiée, il existe alors pour tout n € N un ouvert

1
O,, de R qui contient A tel que ¢* (O, \ A) < R L’ensemble B = ﬂ O,

neN
contient alors A et on a :

é*(B\A)zf*(ﬂ((’)n\A)><€*(On\A)< 0

—
n+1 n—4oo
neN

ce qui implique que £* (B\ A) = 0.
(3) = (1) En supposant la condition (3) vérifiée, 'ensemble B est borélien donc

Lebesgue-mesurable, 'ensemble B \ A est négligeable donc Lebesgue-mesurable
(théoréme 1.17) et A = B\ (B \ A) est Lebesgue-mesurable.
Les conditions (1), (2) et (3) sont donc équivalentes.

(1) = (4) Si A est Lebesgue-mesurable, il en est alors de méme R\ A, donc

pour tout réel € > 0, il existe un ouvert O de R qui contient R \ A tel que
*(O\ (R\ A)) < e. L’ensemble F = R\ O est alors un fermé contenu dans A tel
que £* (A\F) =0 (A\ (R\O)) =0 (O\ (R\ 4)) <e.

(4) = (5) Sila condition (4) est vérifiée, il existe alors pour tout n € N un fermé

1
Fn de R contenu dans A tel que £* (A\ F,,) < R L’ensemble C' = U F est

neN
contenu dans A et on a :

¢ (A\C) = ¢ (ﬂ (A\]-‘n)> <O (AN Fp) < ——

%
n+1n-s+c
neN

ce qui implique que ¢* (A\ C) = 0.
(5) = (6) En supposant la condition (5) vérifiée, I’ensemble C' est borélien, I’en-
semble A\ C est négligeable et A =C U (A\ C).
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(6) = (1) Si A est la réunion d’un borélien et d’'un ensemble négligeable, il est
alors Lebesgue-mesurable puisque qu'un borélien et un ensemble négligeable sont
Lebesgue-mesurables.

Les conditions (1), (4), (5) et (6) sont donc équivalentes. [

Corollaire 1.7. Un sous-ensemble A de R est Lebesque-mesurable de me-
sure finie si, et seulement si, pour tout réel ¢ > 0, il existe un compact
K de R contenu dans A et un ouvert O de R qui contient A tels que
(O\K) <e.

Démonstration Soit ¢ > 0. Comme A est Lebesgue-mesurable, il existe un
fermé F de R contenu dans A tel que £* (A\ F) < % On notant, pour tout entier
n > 1, K, = FN[—n,n], on définit une suite croissante de compacts de R (les K,
sont fermés et bornés) telle que F = U K, et 0*(F) = \N(F) = nErJIrloo)\ (K,)

neN*
(théoréme 1.12). Dans le cas ot A est de mesure finie, A (F) est fini et il existe un

entier ng > 1 tel que A (F) — g < A(Kny) < A(F) + g donc K = K,, est un
compact de R contenu dans A tel que :

AMANK) = A(A) = A(K) = (A (A) = A(F)) + (A (F) = A(K))

— A A\ F) + (A (F) = A\ (K)) < %+%:5
En désignant par O un ouvert de R qui contient A et tel que ¢* (O\ A) < &, on
aboutit a :

CONVK)=AO\K)=A((O\A)U(A\K)) = A(O\ A) + A(A\ K) < 2

Réciproquement soit A C R tel que pour tout € > 0, il existe un compact K de R
contenu dans A et un ouvert O de R qui contient A tels que £* (O \ K) < e. Dans
ces conditions pour tout entier n > 1, il existe un compact K, contenu dans A et

1
un ouvert O, qui contient A tels que £* (0, \ K,) < —. L’ensemble B = U K,
n

neN*
est alors Lebesgue-mesurable contenu dans A et pour tout entier n > 1 on a :

A\B= ) (A\K,) C () (On\Ky) COp\ Ky
neN* neN*

donc : 1

" (A\ B) <" (O, \ Ky) < —

(A\B) < (ON\E) <~ = 0

ce qui nous donne £* (A\ B) = 0. L'ensemble A \ B est alors négligeable et en
conséquence Lebesgue-mesurable. Il en résulte que A = BU (A \ B) est Lebesgue-
mesurable. En écrivant que A = K3 U (A\ K1) C K7 U (01 \ K1), on déduit que
AA) < A(K) + A(01\ K1) < A(K7) + 1 < 400 (un compact est Lebesgue-
mesurable de mesure finie). ]
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De maniere plus générale, la fonction d’ensemble définie sur P (R™) par :

v*(A) = inf v(P) € Ry
W=, S e s

la borne inférieure étant prise sur toutes les suites (Py), oy de pavés telles que

AC U Py est une mesure extérieure qui coincide avec v sur P.

keN
Cette mesure extérieure est invariante par translation.

L’espace mesuré (R™, A, «, v*) associé a la mesure extérieure v* (théoreme 1.16
de Carathéodory) est I’espace mesuré de Lebesgue sur R™. La tribu A, - est la tribu
de Lebesgue, la mesure v* sur cette tribu est la mesure de Lebesgue et les élément
de A,~ sont sont dits Lebesgue-mesurables. On note £ (R™) = A,« la tribu de
Lebesgue et A\, = v* la mesure de Lebesgue sur R".

La suite (Py),cy- de pavés ouverts définie par P, = |—k, k[" est croissante telle

que R" = UP’“ donc deux mesures o-finies p et v sur (R™, Bgn) telles lon ait

keN
n

w(P)=v(P)= H (b — ag) pour tout pavé P sont égales sur Bg-. La mesure de

k=1
Lebesgue est I'unique mesure o-finie sur Br~» qui prolonge la fonction volume v.

Théoréme 1.24.

Pour tout borélien B € Bgn, tout point a € R™ et tout réel non nul o, on
a X, (a4 aB) =|a" \, (B).

Démonstration La fonction ¢ : z — a + az réalisant un homéomorphisme
de R™ pour o # 0, on en déduit que pour tout borélien B de R™ I’ensemble
a+aB=f(B)= (ffl)f1 (B) est un borélien.

On vérifie dans un premier temps que la fonction d’ensemble u définie sur B~

M (f (B) M fad) _

par i (B) = T est une mesure. En effet, on a p (0) = ol

pour toute suite (Bg), oy de boréliens deux a deux disjoints, on a :

+o0 too
<U3k> =\ (U (a—i—aBk)) = Z)\n (a+ aBy) = |a|" Z,u (By)
k=0

k=0 k=0

n

n
Pour tout pavé P = Hlk, f(P)= H (a + ali) est un pavé et on a :
k=1 k=1

lal" 1 (P) = X (f (P)) = [ [¢(a+aly) = H lal € (1) = |a]" v (P)
k=1
La mesure p est donc o-finie égale a v sur les pavés, ce qui implique que © = \,,.

Le résultat précédent pour a = 1 nous dit que la mesure de Lebesgue sur R"
est invariante par translation.
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De maniére un peu plus générale, on peut vérifier que pour toute application
affine ¢ :  +— a+ Mz sur R” ota € R" et M € M,, (R) et tout borélien B € Bgn,
ona \, (a+ MB) = |det (M)|" \,, (B).

Le théoréme qui suit (généralisation du corollaire 1.7 & R™) nous sera utile pour
montrer la densité des fonctions continues a support compact dans les espaces
normés L? ou p € [1, 00| (voir le paragraphe 4.4).

Lemme 1.12 Pour tout pavé P de mesure finie dans R™ et tout réel n > 0, il
existe un pavé ouvert Q contenant P tel que Ay, (Q) < A\, (P) + .

n

Démonstration Soit P = HI ; un pavé de mesure finie dans R"™ ot les I; sont

j=1

des intervalles réels bornés d’extrémités a; < b;. Pour tout réel § > 0 le pavé ouvert

Qs = H laj —6,b; + 6] qui contient P est tel que A, (Qs) = H (bj —a; +26).
j=1 j=1

La fonction § — A, (Qs) étant continue croissante telle que A, (Qo) = A, (P), il

existe pour tout réel n > 0 un réel 0 tel que A\, (Qs) < A\, (P) + 1. [

Théoréme 1.25. Régularité de la mesure de Lebesgue sur R”

Pour tout borélien A € Brn de mesure finie et tout réel € > 0, il existe
un ouwvert O de R™ qui contient A et un compact K de R™ contenu dans A
tels que A, (O\ K) < e.

Démonstration Soient A € Bg» de mesure finie et ¢ € RY.
1. Ona A, (4A) = inf Z)\n (Py) < 400, donc il existe une suite (Pr),cy
AC U P
ken k€N
, €
de pavés de R™ telle que A C UPk et A\, (4) < Z/\” (Py) < A (A)+ = et le
keN keN 4
lemme précédent nous dit qu'il existe une suite (Q), oy de pavés ouverts de R"

1 ¢
telle que P, C Qk et A, (Qr) < Ay, (Pr) + T L’ensemble O = U Q. est alors
keN

un ouvert qui contient A et on a :

5 1
keN keN keN

e € €

(A +=+-=7(A) + =

< ()+4+4 ()+2
2 On vérifie ensuite qu'il existe un pavé compact P tel que A, (A\ (PN A)) < Z
Désignant par (Rjy),cy- la suite de pavés compacts définie par Ry, = [k, k]",
on a R* = U R et A = U AN Ry, la suite de mesurables (AN Ry); oy

keN~ keN~

étant croissante ce qui implique que A, (A) = klim An (AN Ry) dans Ry et
—+o0

lim A, (A\ (AN Ry)) =0. Pour k assez grand, on aura A\, (A\ (AN Ry)) < Z

k— o0
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3. Le premier point appliqué au borélien P\ A nous assure l’existence d’un ouvert
€ €
O’ contenant P\ A tel que A\, (O') < A\, (P\ A) + 1 (en remplagant € par 5)

L’ensemble K = P\ 0" = PN (R™\ @) est alors un compact (intersection
d’un compact et d’un fermé) qui est contenu dans A (car P\ A C O’ entraine
P\NO' cP\(P\A)CA)etona A\ K =((A\K)NP)U(((A\K)N(R™\ P))
avec (A\ K)NR"\ P) Cc ANR"\ P)=A\(PNA)et (A\K)NP C O'\(P\ A)
puisque :

(@e(A\K)NP) o @ed a¢ K=Pn(R"\O), z€P)
SxeA zeP,x¢R"\O)=(xe0, ¢ P\A)

ce qui implique que :

MA\K)<Anw’\(P\A))Hn(A\(pmA))<§1+§:§
4. Tl en résulte que A, (O\ K) =X, (O\A) + A, (A\K) <e. [

Avec la démonstration précédente, on a aussi montré que :

An (A) = sup {\, (K), K compact dans R" tel que K C A}
= inf {\, (O), O ouvert dans R" tel que A C O}

pour tout borélien A de mesure finie. Voir aussi le théoreme 1.15.

1.9 Propriétés vraies presque partout

Nous avons déja défini la notion de partie négligeable relativement & une mesure
extérieure (définition 1.10). De maniere plus générale, on a la définition suivante
pour un espace mesuré (X, A, u).

Définition 1.14. On dit qu’une partie N de X est négligeable (ou plus pré-
cisément qu’elle est pu-négligeable) si elle contenue dans une partie mesurable
de X de mesure nulle.

Avec la définition précédente, une partie négligeable n’est pas nécessairement
mesurable.

Un sous-ensemble d’une partie négligeable est négligeable, une union dénom-
brable ou une intersection dénombrable de parties négligeables est négligeable.

Dans le cas ol toute partie négligeable est mesurable (donc de mesure nulle),
on dit que I'espace mesuré (X, A, i) est complet.!

Exemples 1.5

e Pour tout x € X, lespace mesuré (X, P (X),05) ot d; : A 14 () est la
mesure de Dirac (exemples 1.3) est complet. Toute partie de X est mesurable
et les ensembles négligeables sont ceux qui ne contiennent pas x.

1. Cette notion de completude n’a rien & voir avec la notion d’espace métrique complet.
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e L’espace mesuré (X, P (X),u) ot p: A card (A) est la mesure de comp-
tage (exemples 1.3) est complet. Toute partie de X est mesurable et l’en-
semble vide est le seul négligeable.

e L’espace mesuré (X, A,-, 1) associé a une mesure extérieure p* (voir le théo-
réme 1.16 de Carathéodory) est complet (théoréme 1.17). En particulier l'es-
pace mesuré (R™, L (R™),\,) ot A, est la mesure de Lebesgue sur la tribu
de Lebesgue L (R™) est complet.

Il est toujours possible de prolonger une mesure pour que I’espace mesuré associé
soit complet (voir [9]).

Définition 1.15. On dit qu’une propriété Q sur X est vraie presque partout
(ou plus précisément qu’elle est vraie p-presque partout) si elle est vraie sur
X privé d’'une partie mesurable de mesure nulle.

Dans un espace mesuré complet, une propriété Q sur X est vraie presque par-
tout si elle est vraie sur X privé d’une partie négligeable de X.

Exemple 1.3 Une fonction f : [a,b] — E ot E est un espace de Banach est
Riemann-intégrable si, et seulement si, elle est continue presque partout pour la
mesure de Lebesgue A sur [a,b] (théoréme 8.13 de [30]).

1.10 Exercices

Ezxercice 1.1. Soit (Ak)1gk<n une suite finie de parties de X. Montrer que
pour toute partie A de X, (Ak)lgkgn est une partition de A si, et seulement

n
st, on aly = g 1y,.
k=1

Solution. Supposons que (Ay), <k<n SOIt une partition de A, c’est-a-dire que
n

A= U Ay, les Ay, étant deux a deux disjoints. Dans ce ce cas, pour tout entier k
k=1
compris entre 2 et n et tout multi-indice (i1,--- ,ix) tel que 1 <iy < -+ < i < n,

n
Pintersection A;, N A4;, --- N A,;, est vide, ce qui nous donne 14 = ZlAk d’apres

k=1
n

la formule de Poincaré (théoréme 1.2). Réciproquement si 14 = Zl Ay, les Ag

k=1
sont alors deux & deux disjoints. En effet, s’il existe k # j tels que Ay N A; # 0,
on a alors pour z € A, NA; :

n

Ta() = 14, >14, () + 14, (z) =2
k=1
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n
ce qui est impossible. Si x € U Ay, il existe alors un indice j compris entre 1 et n
k=1
n
tel que x € A;, donc 14 (z) = ZlAk () > 14, (x) = 1, ce qui impose 14, (z) =0
k=1

n
pour k # j et 14 (x) = 14, () = 1, ce qui prouve que UAk C A. Pour x € A,
k=1

n
onal=14(z)= Z]‘Ak (x), donc il existe un unique j compris entre 1 et n tel
k=1

n n
que 14, () = 1, ce qui signifie que z est dans A; et © € UAk, donc A C UAk
k=1 k=1

n
et on a 'égalité A = U Ap, les A étant deux a deux disjoints.
k=1

Ezxercice 1.2. Montrer qu’il n’existe pas de bijection de X sur P (X) (théo-

réeme de Cantor). On en déduit en particulier que P (N) et {0,1}" ne sont
pas dénombrables.

Solution. Supposons qu’il existe une bijection ¢ de X sur P (X). Le sous-
ensemble A de X défini par A = {x € X, = ¢ ¢ ()} a alors un antécédent xo par
petona:

(xg € A) & (x0 € ¢ (20)) & (20 ¢ A)
ce qui n’est pas possible. En particulier P (N) n’est pas équipotent & N et il en est
de méme de {0, I}N qui est équipotent & P (N) .2 On peut aussi vérifier en utilisant
les développements dyadiques que {0, 1}N est équipotent & [0, 1].

e Y

Ezxercice 1.3. Soit C une partie de P (X) qui contient X, qui est stable par
intersections finies et telle que pour tout A € C, le complémentaire X \ A
est une réunion finie d’éléments de C deuz a deux disjoints. Montrer que :

1. lensemble B de toutes les réunions finies d’éléments de C deuzr d deux
disjoints est une algébre de Boole ;

2. B est l'algébre de Boole engendrée par C ;
3. 0(C)=0(B).

\ J

Solution.

1. X est dans C qui est contenu dans B. Si A et B sont dans B, il existe alors
deux suites (Ak);cpc, €t (Bk)icpe,, d'éléments de C deux a deux disjoints

telles que A = UA”C et B = UBk’ de sorte que AN B = U A; N By,

k=1 k=1 1<j<n
1<k<m

2. L’application qui associe a une partie A d’un ensemble X sa fonction caractéristique 1 4
réalise une bijection de P (X) sur {0,1}% .
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les A; N By, étant dans C qui est stable par intersections finies et deux a deux
disjoints (pour (j,k) # (j',k') ona A;NBrNAj N By =), donc ANB € B. 11
n

en résulte que B est stable par intersections finies. On a X \ A = ﬂ (X\ A4r),
k=1

les X \ Ay étant réunions finies d’éléments de C deux & deux disjoints, donc

dans B, ce qui implique que X \ A € B (stabilité par intersections finies) et

B\A=BnN(X\A)ekB.

2. L’algebre de Boole B’ engendrée par C est contenue dans Palgeébre de Boole B.
Comme B’ contient C et est stable par réunions finies, elle contient B et on a
Pégalité B’ = B.

3. OnaCcCB,donco(C)Co(B)et BCo(C), donco(B)Co(B).

Exercice 1.4. Montrer que si I’ensemble X est dénombrable, la tribu en-
gendrée par les singletons est alors P (X) et si X est non dénombrable,
cette tribu est alors A={A € P(X), A ou X\ A est dénombrable} .

Solution. On note A C P (X) la tribu engendrée par les singletons de X.

1. Si X est dénombrable, tout A € P (X) qui s’écrit comme réunion dénombrable
de singletons est alors dans A, ce qui nous dit que P (X) C Aet A=P (X).

2. Pour X non dénombrable on note :
B={AeP(X), Aou X\ A est dénombrable}

et on vérifie que B est une tribu sur X qui contient les singletons de X, donc
que A C B. Comme () est dénombrable, il est dans B. Soit A € B. Si A est
dénombrable, alors X \ A est de complémentaire dénombrable, donc X \ A € B,
sinon X \ A est dénombrable et X \ A € B. La famille B est donc stable par
passage au complémentaire. Soit (A, ), oy une suite d’éléments de A. On a :

A=JA, = U A, U U A,=BUC
neN neN neN

A,, dénombrable X\A,, dénombrable

avec B qui est dénombrable et C' qui est de complémentaire dénombrable

puisque 'on a X \ C' = ﬂ (X\4,).SiC=0,ona A=BeB,

X\A, dréionbrablc
sinon X\ A= (X\B)N(X\C) C X\ C est dénombrable, donc A € B. Un
singleton qui est dénombrable est dans 3. Si A € B est dénombrable, il est alors
réunion dénombrable de singletons, donc dans A, sinon c’est X \ A qui est dans
Aet A= X\ (X \ A) est aussi dans A. On a donc B C A et A= B.

Ezxercice 1.5. Soit A une tribu sur X dénombrable. Pour tout v € X, on
définit I’atome de x par A (z) = ﬂ A.
A€A, zeA
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1. Montrer que, pour tout x € X, A (x) est le plus petit élément de A qui
contient x.

2. Soient x,y dans X. Montrer que siy € A(x), on a alors A(x) = A(y).
= 0, soit

3. Montrer que, pour tous x,y dans X, on a soit A(x) N A(y)
Az) = Aly).

4. En désignant par (z;);c; la famille des éléments de X telle que les A (z;)
soient deux & deux disjoints, montrer que cette famille est dénombrable
et que pour tout A € A, on a une partition A = U A(zj), ou J est une

jeJ
partie de I.

5. En déduire que A est finie, son cardinal étant une puissance de 2. Une

tribu sur X est donc finie ou non dénombrable.

J

Solution. Comme z € X € A, il existe des éléments de A qui contiennent x et
A (z) est bien défini contenant x.

1.

La tribu A étant dénombrable, ’ensemble A (x) qui est une intersection dénom-
brable d’éléments de A est dans A. Si B est un élément de A qui contient z, il

fait alors partie des éléments de A qui apparaissent dans Uintersection A (x),
donc A (z) C B.

. Siy € A(x), lensemble A (x) est un élément de A qui contient z, on a donc

A(y) C A(z). Siz ¢ A(y), I'ensemble A (x)\ A(y) est dans A contenant x,
donc A (x) C A(xz)\ A(y), ce qui contredit le fait que y € A () et y € A(y).
Onadoncz e A(y) et A(x) C A(y), dou I'égalité A (z) = A(y).

Si A(z)NA(y) =0, c’est alors terminé. Sinon, pour tout z € A (z) N A (y), on
aA(x)=A(z)=A(y).

Comme les A (x) sont dans A qui est dénombrable, la famille (A (z)), .y est
aussi dénombrable et comme deux de ces ensembles sont disjoints ou confon-
dus, il existe une partie I de N telle que (A(z)),cx = (A(x4));c; (axiome
du choix dénombrable : on choisit un représentant de chaque classe dans la
relation d’équivalence « étre dans le méme A (x) »), les A (z;) étant deux a
deux disjoints. On a alors une partition X = UA (x;) et tout A € A s’écrit

iel
A= UA(a:j) ouJ CI.
jed

. Si I est infini, on peut prendre I = N et I’application :

p: P(N) — A
J o= JA)

jeJ

est bijective. En effet, elle est surjective car tout A € A s’écrit A = UA (x5)
=

ou J € P(N) et pour J # K dans P(N), on a ¢(J) # ¢ (K) puisque les

A(x;), pour i € N, sont non vides et deux a deux disjoints. Comme P (N) est
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non dénombrable, on aboutit & une contradiction. Donc I est fini et il en est de

méme de A = UA (zj), J C I ;. Précisément, on a :
jed
card (A) = card (P (I)) = 2¢24(D)

En conclusion, une tribu dénombrable sur X est nécessairement finie de cardinal
égal a une puissance de 2.

Ezxercice 1.6. Montrer que la tribu borélienne sur R est engendrée par la
famille des intervalles de la forme |—o0,y| oty décrit R et qu’elle est aussi
engendrée par la famille des intervalles de la forme |z, y] ot x <y dans R,
soit Br = 0 {]—00,y], y € R} = o {]z,y], x <y dans R}.

Solution. On note A; = {]—o00,y], y € R}, A2 = {Jz,y], z <y dans R} et A
est I’ensemble de tous les intervalles réels ouverts. Pour z € RU {—o0} et y > x,

1
onalz,y] = ﬂ }:c,ern[Ga(A) = Bg, donc o (A) C o (A) = Bg pour k =1
neN*
et k = 2. L’inclusion réciproque Bg C o (A7) se déduit de :

o J—oo,af= | ]oo,xl} € o (A);

neN- "
o |z, +oo[ =R\ |—00,z] € 0 (A);
o |z,y[ =]z, +o0o[N]—00,y[ € 0 (A1) pour z < y (c’est ) pour z = y).
On procede de maniere analogue pour l'inclusion Bg C o (Asz). On peut aussi
montrer directement que o (A;) = o (Az).

e Y

Ezxercice 1.7.

1. Montrer que, pour tout x € X, Uapplication 6, : P (X) — {0,1} définie
par 8y (A) =14 (x) est une mesure finie sur P (X). C’est la mesure de
Dirac en x.

2. Soit X = {x,, n € N} un ensemble dénombrable.

(a) Montrer que pour toute suite (pn),cy de Téels positifs ou nuls tels

que la série an soit convergente, Uapplication p: P (X) — Ry
définie par p(A) = fpnéwn (A) est une mesure finie sur P (X).
(b) Réciproquement, monég"er que toute mesure finie p sur P (X) peut
s’exprimer sous la forme p(A) = +§pn6zn (A) (i. e. pour X dé-
n=0

nombrable, toute mesure finie est une série pondérée de mesures de
Dirac).
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Solution.
1. Comme z ¢ 0, on a d, () = 0. Soient (A,), oy une suite d’éléments de P (X)
+oo
deux a deux disjoints et A = UA”' Six ¢ A, ona alors x ¢ A, pour tout
n=0

+oo
n € N, donc 4, (A,) =0 et Zéﬂ” (A,) =0=96,(A). Sixz € A, il existe alors
n=0

un unique entier ng tel que © € A,,, donc 0, (A,,) = 1 et 6, (A4,) = 0 pour

—+o0
tout m # ng, ce qui nous donne Zém (4,) =1=90,(A). En définitive, J, est
=0
n e
bien une mesure sur P (X). Comme J, (X) = an < 400, cette mesure est
n=0

finie.

(a) Comme an converge et 0 < pnd,, (A) < p, pour tout A € P(X) et

tout n € N, la série définissant p(A) est bien définie et en particulier
“+o0

on a u(X) = an < 4o00. Pour tout n € N, on a §,, () = 0, donc
n=0

1 (@) = 0. Soient (A,,),, oy une suite d’éléments de A deux a deux disjoints

et A= U A, En notant w,, m, = ppds, (Am) pour tout (n,m) € N?, on a

neN
pour tout n € N :

+o0 +oo +o00
Zun,m = an5rn (Am) = pn Z(;xn (Am) = pnds, (A) < +o0
m=0 m=0 m=0

+oo +oo
et anémn (A) < an < 400, donc :

n=0 n=0

+oo “+oo +oo
p(A) = pabe, (A) = D Pube, (Am)
n=0 n=0m=0
“+o0 +oo “+o0
= Z andxn (Am) = ZN(Am)

m=0n=0 m=0

En conclusion p est une mesure finie sur P (X).
(b) 1l suffit de poser p, = u ({x,}) pour tout n € N. On a bien :

+oo +oo
S pn = u{ma}) = n(X) < +oo
n=0 n=0

+oo
et pour tout A € P(X), ona p(A4) = Z w{zn}) = anémn (A). En
n=0

neN
Tn€

fait, ce résultat est encore valable pour u (X) = +oo.
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Ezxercice 1.8. Soit X un ensemble non dénombrable et :
A={AeP(X), AouX)\A est dénombrable}

la tribu engendrée par les singletons de X (exercice 1.4). Montrer que l'ap-
plication :

w: A — {0,1}

A 0 si A est dénombrable
1 si X \ A est dénombrable

est une mesure sur (X, A).

J

Solution. On a () = 0 car () est dénombrable. Si (A,,),, oy est une suite d’élé-

ments de A deux a deux disjoints, dans le cas ou tous les A,, sont dénombrables,

il en est de méme de A = U Apetona p(A)=0= Z,u (A,), sinon, il existe
neN neN

un A, non dénombrable et X \ A, est dénombrable et comme A,, N A,, = () pour

m#mn,ona A, CX\A, et A, est dénombrable, donc p(A) =1 = Z,u (4,)

neN
(A qui contient A,, est non dénombrable, donc X \ A est dénombrable puisque

AcA).

Ezercice 1.9. Soient pn une mesure finie sur (R, B (R)) et F' la fonction
définie sur R par F (z) = p([z, +o0[).

1. Montrer que F est décroissante avec, pour tout réel x :

lim F'(t) = F (z), lim F () = F (z) — p ({«})

et t~1>u;nooF (t) =pnR), t—lginooF (t)=0.
2. Montrer que l'ensemble D = {z € R, p({z}) > 0} est dénombrable.

\ J

Solution.
1. Pour tous < y on a [y,+oo[ C [z,+o0[, donc F (y) < F (z). Pour tout

Y
1
z € R, la suite ( T — —,+00 D est décroissante dans la tribu B (R) avec
n n>1
<

w(z—1,400]) < p(R) < +00 et [z, +00] = ﬂ [x;,+oo{,doncz
n=1

F(2) = ([, +oo) = lim u([x_;,mD: lim F(x_l)

n—-+4oo n
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et comme F est décroissante, on en déduit que lim F (t) = F (z), c’est-a-dire
t—x—

que F' est continue a gauche en x. Avec les mémes arguments, on a :

p(lz, +o00]) = p U{x—%%,#—oo[ = ETOOM([CC+%’+OO{)

n=1

1
= lim F (x + —)
n—-+o0o n

et lim F(t) = pu(Jo,+ool) = p([z,+o0[\ {z}) = F(x) = u({z}). Comme

la suite ([—n,+00[), 5, est croissante et la suite ([n, +0o0[),, est décroissante
dans B(R), on a :

p(®) =g | l=ntool | = lim p(l=n,+oo) = lim F(-n)
0=p(0) =g | (4ol = Tim pu(fn,+oo) = lim F(n)

soit avec la décroissance de F, lim F (z) = u(R) et lirf F(z) =0.
Tr—r—00 T—r+00

2. L’ensemble des points de discontinuité de F' est dénombrable puisque cette
fonction est décroissante (donc réglée). Mais F est continue en z si, et seulement
si, hm F(t)= hm F(t) = F (x), ce qui revient a dire que pu ({z}) = 0, donc

D est 1 ensemble des points de discontinuité de F' et il est dénombrable.

Ezercice 1.10. Pour tous réels a < b, on désigne par C° ([a,b],R) l’espace
des fonctions continues de [a,b] dans R. On désigne par A la famille des
parties de R? de la forme :

A(f,9) ={(z,y) € [0,b] xR, f(z) <y <g(a)}

ou f et g sont dans C° ([a,b] ,R) telles que f < g et on note :

b
w(A(f,9)) = / (9(t) — £ (1)) dt

Montrer que cette application p est o-additive sur A.

Solution. Pour f, g dans C° ([a,b],R) telles que f < gon a:

u(A(f,g»:/ (g(t)—f(t))dt=/ Cf (1) 9 () dt

Soient (fn)nGN? (gn)nGN deux suites dans CO ([a’7b] R) telles que fn S gn pour

tout n € N, et f,g dans C° ([a,b] ,R) telles que f < g et A(f,g) U A(fn,gn)
neN
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étant deux a deux disjoints. Dans ces conditions, on a :
Vi€ [a,b], [f(1),g(@®)] = | [fn (), 90 (2)]
neN

En effet, pour tout t € [a,b] et tout y € [f (¢),g(¢)], on a (t y) € A(f,g), donc
il existe un unique entier n € N tel que (¢,y) € A(fn,gn), ce qui signifie que

y € [fn(t),gn (t)]. Réciproquement si y € U [fn (t),gn ()], il existe alors un

neN
unique entier n € N tel que y € [fy, (), gn (t)], donc (t,y) € A(fn,9n) C A(f,9)
ety € [f(t),g(t)]. On en déduit alors que :

vt € [a,b], £([f( = C([fn () gn (1))

neN

les fonctions ¢t — £ ([f,, (t) , gn (t)]) étant continues et positives. Il en résulte que :

b
= [ o9 Z/e o (£) g (D))l

neN
_'EE:M fhagn

neN

La fonction u est donc o-additive sur A.

Exercice 1.11. Montrer qu’une réunion dénombrable d’intervalles réels est
Lebesgue-mesurable.

Solution. La tribu de Lebesgue étant justement une tribu, il nous suffit de
vérifier que tout intervalle réel est mesurable. L’ensemble vide étant mesurable,
il en est de méme de son complémentaire R. Si I est un intervalle réel borné, il
est alors de la forme [a,b] ou [a,b] ou ]a,b[ ou ]a,b[ et c’est le complémentaire de
]—00,al Ub, 400 ou --- . Il nous suffit donc de vérifier que tout intervalle de la
forme |—o00,a) ou (b, +oo[ (ouvert ou fermé en a et b) est Lebesgue-mesurable.
Le deuxieme type d’intervalle étant complémentaire du premier type, il suffit de
vérifier que tout intervalle de la forme I = ]—00,a) est Lebesgue-mesurable, soit
que pour toute partie F de R, on a I'inégalité ¢* (E) > ¢*(ENI)+ ¢*(E\1I).
Cette inégalité étant automatiquement vérifiée dans le cas ot £* (E) = +o00, on
suppose que £* (F) < 400 et dans cas pour tout réel e >0,il existe une suite
d’intervalles (I,), oy telle que £ C UI et (*(E Z€ n) < U (FE) +e.

neN neN
Toutes les intersections I N I,, étant des intervalles (éventuellement vides), on a

par croissance et sous-additivité de £* :

¢ (EnI) < (UI ﬂI><Z€*(InﬂI):Z€(InﬂI)

neN neN neN

e*(E\I)gz*(U (I, \I) eI\ =D,

neN neN neN
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ce qui nous donne :

CINE)+ (BN Y (TN + (I, \ 1) =Y ((I,) < (E)+

neN neN

Le réel € > 0 étant quelconque, il en résulte que ¢* (ENTI)+¢* (E\I) < (*(F).

\

Ezxercice 1.12. Dans le Q-espace vectoriel R, on désigne par H un sup-
plémentaire de la droite vectorielle Q - 1 (utilisation de l’axiome du choiz).

1. Montrer qu’il existe un sous-ensemble A de [0, 1] tel que tout réel x: puisse
s’écrire de fagon unique x =r +a avecr € Q et a € A.
2. Montrer que les translatés r+ A, ou r décrit [0,1]NQ, sont deuz d deux
disjoints et que B = U (r+A) cClo,2].
ref0,1]NQ
3. En déduire que A n’est pas Lebesgue-mesurable.

Solution.

1. Tout z e R=Q 16 H s’écrit de fagon unique z = s+ h avec s € Q et h € H.

En désignant par [h] € Z la partie entiere du réel h,on a0 < a=h—[h] <1
et z = ([h]+s)+aavec [h]+s€Qetaec AC]0,1] ot A est 'image de H
par Papplication ¢ : & — x — [h]. On vérifie qu’une telle écriture est unique.
Six=r+a=1r"+d, avec r,r’ dans Q et a = h — [h], ¢’ = I/ — [W'] dans
A= ¢ (H) (avec h,h/ dans H), ona alors v’ —r =a—a' = h—h' — [h] + [1],
soit ' —r+1[h| —[R]=h—h €Q-1NH = {0}, ce qui nous donne h = h' et
r=r'.

. De l'unicité de 'écriture des réels sous la forme x = r + a avec (r,a) € Q x A,

on déduit que les translatés r + A, ou r décrit Q, sont deux & deux disjoints.
Comme A est contenu dans [0,1[, on a B = U (r+A)Clo,2[.
r€[0,1]NQ
Si A est Lebesgue-mesurable, il en est alors de méme de tous les 7+ A (£ (R) est
stable par translation) et la réunion dénombrable B est un ensemble Lebesgue-
mesurable contenu dans [0,2[, donc ¢ (B ) < 2, ce qui impose £ (A) = 0 (sinon
¢(B) = Z Lir+A) = Z l(A) = +00), mais cela est incompatible
re(0,1]NQ r€[0,1]NQ
avec R = U r+ A). I’ensemble borné A n’est donc pas Lebesgue-mesurable.
reQ

Ezxercice 1.13. On désigne par C le groupe quotient R/Q.
1. Vérifier que pour toute classe d’équivalence ¢ € C, on peut trouver un
représentant x dans [0, 1].

Pour tout ¢ € C, on se fize un représentant x. de ¢ dans [0, 1] (axiome
du choiz) et on désigne par A l'ensemble de tous ces réels x..
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2. Montrer que les translatés r + A, ou r déerit [—1,1] N Q, sont deux a
deux disjoints et que [0,1] C U (r+A4)c[-1,2].
re[—1,1]NnQ

3. En déduire que A n’est pas Lebesque-mesurable (on dit que A est un
ensemble de Vitali).

Solution. La relation :
(zRy) = (y—2€Q)

est une relation d’équivalence puisque Q est un sous-groupe additif de R et 'en-
semble quotient R/Q est un groupe puisque le groupe (R, +) est commutatif.

1. Soit ¢ = T € C. En désignant par n = [z] € Z la partie entiére de =, on a
0<z.,=2—n<1et c=7; puisque x — x, =n € Q. L’axiome du choix nous
permet de choisir pour toute classe d’équivalence un représentant z. € [0,1].
Ces choix étant faits, on a ¢ = ¢’ dans C si, et seulement si x, = z.

2. Si r,7’ dans [—1,1] N Q sont tels que (r+ A) N (v’ + A) # 0, il existe alors y
dans (r+ AN +A),doncy =r+x. =7 +zs et c =7, =Ts =,
ce qui nous donne z, = x et r = r’. Donc les ensembles r + A, ou r décrit
[—1,1]NQ, sont deux & deux disjoints. Comme A C [0,1[, onar+ A C [—1,2]
pour tout r € [-1,1]NQ et U (r+ A) C [-1,2]. Pour tout « € [0,1] il

re[—1,11nQ
existe z. € A tel que T = T, donc il existe un rationnel r tel que x = r + . et
comme |r| = |z — x| <1 (z et z, sont dans [0,1]), on a r € [-1,1]NQ. On a
donc [0,1] C U (r+A4).

re[—1,1]NQ
3. Si A est Lebesgue-mesurable, il en est alors de méme de tous les 7+ A (£ (R) est
stable par translation) ainsi que de la réunion dénombrable U (r+A),

re[—1,1]NQ
ce qui implique que :
A1) =¢(01)=1<x|  |J +4)
re[—1,1]NnQ
= D Ar+A= D AA<A(-L2) =£([-1,2) =3
re[—1,1]NQ re[—1,1]NQ

ce qui impose £ (A) > 0 et Z £(A) = 400, soit une impossibilité. L’en-
re[—1,1]NQ
semble A est donc non Lebesgue-mesurable.

Ezxercice 1.14. On se place sur l’espace mesuré de Lebesgue (R, L (R), \).

1. Montrer que pour tout réel € > 0, on peut trouver un ouvert O dense
dans R tel que A (0) < e.
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2. Montrer qu’une partie mesurable bornée de R est de mesure finie. La
réciproque est-elle vraie ?

3. Montrer qu’une partie mesurable de R d’intérieur non vide est de mesure
non nulle. La réciproque est-elle vraie ¢

4. Montrer qu’une partie mesurable A de [0, 1] de mesure égale a1 est dense
dans [0,1]. Réciproqguement un ouvert dense de [0,1] est-il de mesure
égale a 17

Solution.

1. En désignant par (7,,),,cy la suite des nombres rationnels (Q est dénombrable),

on désigne pour tout réel € > 0 par (I, (¢)),y la suite d’intervalles définie

€ €
par I, () = ]rn BT + W[ et on désigne par O l'ouvert défini par

0= U I, (¢) . Comme O contient Q, il est dense dans R et on a :
neN

A(@)gZA(In(s)):ZQ%:s

neN neN

2. Si A est bornée, elle est alors contenue dans un segment [a, b] et si de plus, elle
est mesurable, on a alors A (4) < A([a,b]) = b — a < +o0. La réciproque est
fausse : I'ensemble Q est de mesure nulle non borné. L’exemple précédent nous
donne un exemple d’ouvert non borné de mesure finie aussi petite que ’on veut.

3. Si A est mesurable d’'intérieur O non vide, il existe alors x € O et ¢ > 0
tel que Jx —e,x+¢[ C O, donc A(A) 2 A (O) 2 Az —e,z+¢]) =2 > 0.
La réciproque est fausse. Par exemple 'ensemble A = [0,1] \ Q est tel que

A(A) = 2([0,1]) = A([0,1]NQ) =1 et A=10,1]\ [0,1] N Q = O. On rappelle
que si E est un espace métrique (ou topologique) et F' une partie de E, on a

E/\TT = E\ F. En effet si O est un ouvert de E contenu dans E \ F, le fermé
E\ O contient F, donc aussi son adhérence, soit [' C E\ O et O C E\ F.
Comme E \ F est un ouvert de E contenu dans E \ F, on en déduit 1'égalité

E\F=E\F.

4. Si A est mesurable de mesure égale a 1 dans [0, 1], son complémentaire [0, 1]\ A

est de mesure nulle donc d’intérieur vide et comme [07/1]TA =1[0,1]\ 4, on en
déduit que A = [0,1], ce qui signifie que A est dense dans [0,1]. Une partie
dense mesurable de [0, 1] n’est pas nécessairement de mesure égale & 1 comme
le montre I'exemple de [0,1] N Q.

Ezxercice 1.15. Montrer que, pour toutes parties A, B de R, on a :

¢* (AUB) + 0" (AN B) < £* (A) + ¢* (B)
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