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Avant-propos

C’est au moment ou se déroulait une apre discussion sur la réforme du calcul différentiel
et intégral qu’est sortie, il y a 20 ans, la premiere édition de ce livre. Plusieurs
départements de mathématiques étaient profondément divisés sur des questions telles
que I'usage de la technologie, la compréhension des concepts face a leur mise en
pratique et le role de I’apprentissage par la découverte. Depuis lors, la Commission des
programmes a adopté la réforme du calcul différentiel et intégral et les traditionalistes
et réformateurs se sont rendus compte qu’ils poursuivaient un but commun : celui de
rendre les étudiants capables de comprendre et d’apprécier le calcul différentiel et
intégral.

Les quatre premieres éditions anglaises ont essayé de concilier 1’approche tradition-
nelle et réformatrice. Dans la cinquieme édition, nous poursuivons dans cette voie en
accentuant la compréhension des concepts a travers les approches graphique, verbale
et numérique et les approches algébriques. Nous aimerions que les étudiants acquicrent
des compétences en résolution de problemes et voient a la fois la puissance du calcul
différentiel et intégral et la beauté intrinseque du sujet.

Le point sur lequel ce livre differe des autres textes plus classiques sur le méme sujet
est qu’il est organisé de facon plus rationnelle. Par exemple, il n’y a pas de chapitre
completement consacré aux techniques d’intégration ; nous ne démontrons pas autant
de théorémes ; la matiere sur les fonctions transcendantes et les équations paramétriques
est distillée un peu partout au lieu de faire I’objet de chapitres distincts.

- Quoi de neuf dans cette cinquiéme édition ?

Cette édition se distingue par un ton plus conversationnel associé a une présentation
épurée, axé sur la compréhension conceptuelle au travers du développement des
compétences en résolution de problemes.Voici quelques-unes des principales
améliorations que nous avons introduites dans cette édition.

o Une vue plus rapprochée des caractéristiques mene a des explications simplifiées
des concepts importants. Les étudiants vont trouver cela plus facile a lire et a relier a
la théorie concernée.

» Des notes dans la marge intitulées Erreurs fréquentes rappellent aux étudiants les
erreurs courantes renforcant ainsi la bonne technique de résolution.

» La résolution plus détaillée et plus structurée des exemples consiste a expliciter la
plupart des étapes (facile a lire, imprimée dans une couleur différente et située au
niveau de I’étape en question). Les étudiants peuvent ainsi plus facilement suivre les
étapes logiques d’une solution et appliquer les outils de résolution de problemes aux
exercices.

» Les sections ont été dans la mesure du possible subdivisées en sous-sections, plus
courtes, plus adaptées a la fagon dont les étudiants d’aujourd’hui lisent et assimilent.

« Tous les graphiques ont été nouvellement dessinés en y indiquant plus de détails et
chaque figure est accompagnée d’une légende appropriée qui facilite le lien avec la
notion qu’ils illustrent.
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« Chaque chapitre commence par une situation réelle destinée a introduire la matiere.

» Les données des exemples et des exercices ont été actualisées de maniere a mieux
correspondre a I’environnement d’aujourd’hui.

« L’ancienne section 2.8 intitulée « Que dit f' & propos de f » a été incorporée dans la
section 4.3 qui traite des dérivées et de I’allure des courbes.

- Caractéristiques

H Des exercices sur les concepts

Les exercices comportent différents types de problémes visant a renforcer la compréhension
des concepts. Certaines sections d’exercices commencent par demander d’expliquer la
signification de certains des concepts de base présentés dans la section. Voyez par exemple
les quelques premiers exercices des sections 2.2, 2.4, 2.5, 5.3, 8.2. Ces questions peuvent
servir a amorcer les échanges en classe. Dans le méme esprit, les sections de révision
commencent par une révision des concepts et du vocabulaire et par une liste de Vrai-Faux.
D’autres exercices testent la compréhension des concepts par le biais de graphiques ou
de tableaux (voyez les exercices 1.7.22-25, 2.6.19, 2.7.39-42; 45-48, 3.8.5-6, 5.2.65-67,
7.1.12-14 et 8.7.2.

Un autre type d’exercices consiste a vérifier la compréhension des concepts a travers
des descriptions verbales. Voyez par exemple les exercices 2.4.11, 2.7.75, 4.3.80,
4.3.84-85 et 5.10.69. D’ autres problemes mélent les approches graphiques, numériques
et algébriques et les comparent ; voyez les exercices 2.5.54-55, 2.5.63, 3.8.27 et 7.5.4.

B Gradation des exercices

Chaque ensemble d’exercices est soigneusement classé, allant des exercices de base sur
le concept ou d’entrainement jusqu’a des probleémes plus ardus de type applications et
démonstrations.

B Des données issues de la réalité

Chacun des collaborateurs de ce projet a passé beaucoup de temps a consulter des
bibliotheéques, a contacter des sociétés et des organismes officiels, a chercher sur
Internet des données intéressantes afin d’introduire, de motiver et d’illustrer les concepts
du calcul différentiel et intégral. C’est ainsi que beaucoup d’exemples et d’exercices
contiennent des fonctions définies par des données numériques présentées sous forme
de tables ou de graphiques. Voyez, par exemple, la figure 1.1 dans la section 1.1 (le taux
d’utilisation de I’eau a New York en 2018 pendant la finale du championnat organisé par
la ligue américaine de football américain), I’exercice 5.1.16 (la vitesse d’une voiture de
course sur un circuit d’essai automobile), I’exercice 5.1.18 (la vitesse d’un train dans
I’Hyperloop de SpaceX), la figure 5.40 (la consommation électrique de San Francisco),
I’exemple 5.9.5 a la section 5.9 (échange de données sur Internet).

H De véritables projets

Une fagon de motiver les étudiants et d’en faire des apprenants actifs est de les mettre au
travail (éventuellement en groupe) sur des projets plus importants qui, une fois traités,
leur procurent un sentiment d’immense satisfaction. Les projets appliqués comprennent
des applications congues pour éveiller I’imagination des étudiants. Les sujets d’étude
impliquent de la technique ; le sujet proposé a la fin de la section 3.4 montre comment
utiliser des courbes de Bézier pour dessiner les formes employées dans le tracé des
lettres par une imprimante laser. Les sujets de rédaction demandent aux étudiants de
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comparer les méthodes d’aujourd’hui avec celles des pionniers du calcul différentiel
et intégral — la méthode de Fermat pour déterminer des tangentes, par exemple. Les
références a consulter sont indiquées. Les sujets a découvrir empictent sur des notions
abordées ultérieurement ou traitent des notions facultatives (les fonctions hyperboliques)
ou encore invitent a la découverte a travers la reconnaissance de régularités (voyez le
projet qui termine la section 5.8).

M De larigueur

Il y a moins de démonstrations que dans les livres de calcul différentiel et intégral plus
traditionnels. Il n’en reste pas moins important d’interpeler les étudiants sur la question
de la démonstration et de faire apparaitre clairement la distinction entre une véritable
démonstration et une argumentation convaincante basée, par exemple, sur un graphique
ou une table de valeurs. Le point important est de montrer comment déduire quelque
chose de moins évident de quelque chose qui I’est davantage. L’usage du Théoréme
des accroissements finis dans la démonstration du Théoréme de calcul de I’intégrale
définie (Partie 2 du Théoreme fondamental du calcul différentiel et intégral) en est une
illustration. Par ailleurs, nous avons décidé de ne pas démontrer les tests de convergence,
mais plutot de faire apparaitre par des arguments intuitifs qu’ils étaient crédibles.

B La résolution de problemes

La résolution de problémes est sans doute la matiere la plus difficile a enseigner et a
apprendre. Les étudiants éprouvent habituellement des difficultés face a des problemes
pour lesquels il n’existe pas a priori de méthode bien définie pour les résoudre. Je
pense que personne n’a vraiment fait mieux que Geoges Polya dans la description de
la stratégie de résolution de problémes en quatre étapes. Voila pourquoi figure une
version de ses principes de résolution de problemes a la fin du chapitre 1. Ceux-ci
sont mis en oeuvre, explicitement ou implicitement, tout au long de cet ouvrage. A
la fin d’autres chapitres se trouvent des sections intitulées Priorité a la résolution de
problemes qui mettent en vedette la maniere d’aborder des problemes d’analyse qui
posent véritablement un défi. Le principe de sélection des problemes de ces sections est
le conseil de David Hilbert : « Un probleme mathématique devrait étre suffisamment
difficile pour nous tenir en haleine mais pas inaccessible au point de tourner nos efforts
en dérision. » Ces problemes difficiles peuvent étre posés a titre de devoirs ou de tests,
mais €valués selon des criteres différents. On pourrait récompenser un étudiant pour
avoir seulement avancer des pistes de solution ou avoir identifier les principes de la
résolution les plus pertinents.

M Les outils techniques

Les calculatrices graphiques et les ordinateurs sont de puissants outils qui permettent
d’explorer des problémes, de découvrir des concepts et de confirmer des solutions.

Il est néanmoins plus important encore de maitriser les concepts sous-jacents aux
résultats et aux images de 1’écran. Il est supposé que les étudiants ont acces a une cal-
culatrice graphique ou a un logiciel de calcul symbolique. Mais la technologie ne rend
pas obsolete I'usage du papier et du crayon. Le calcul a la main et I’esquisse a main
levée sont souvent préférables aux outils techniques pour illustrer ou renforcer certains
concepts. C’est a I’enseignant et a I’étudiant d’apprendre a estimer quand 1’usage de la
technologie est le plus approprié.
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- Le contenu

M Test préalable

Le livre commence par quatre tests sur les connaissances acquises en algebre de base, en
géométrie analytique, sur les fonctions et en trigonométrie.

B Un apercu du calcul différentiel et intégral

Cette section donne une vue d’ensemble des sujets traités et une liste de questions
destinées a motiver leur étude.

M 1 ¢ Les fonctions et les modeles

D’emblée, 1’accent est mis sur les diverses présentations des fonctions : verbale,
numérique, visuelle et algébrique. Une introduction aux modeles mathématiques conduit
a passer en revue les fonctions standards, y compris exponentielles et logarithmes, sous
ces quatre points de vue. Les courbes paramétrées sont introduites dans le premier
chapitre, en partie pour faciliter la représentation des courbes par des outils graphiques,
quand cela s’avere nécessaire dans la suite. Grace a cette introduction précoce, on peut
tracer des tangentes aux courbes paramétrées traitées dans la section 3.4 et couvrir la
représentation graphique de ces courbes dans la section 4.4.

M 2 ¢ Les limites et les dérivées

La matiere sur les limites n’est entamée qu’a la suite d’une étude de problemes
de tangentes et de vitesses. Les limites sont traitées d’un point de vue descriptif,
graphique, numérique et algébrique. La définition formelle en e-6 de la limite figure
dans 1’annexe D pour qui souhaite 1’aborder. Il est important de passer du temps sur les
sections 2.6 et 2.7 qui ont trait aux dérivées et aux taux de variation avant que ne soient
exposées les regles de dérivation au chapitre 3. Les exemples et les exercices explorent
les significations de la dérivée dans différents contextes.

M 3 ¢ Les régles de dérivation

Ce chapitre passe en revue les regles de dérivation de toutes les fonctions de base.
Lorsque des dérivées interviennent dans des situations appliquées que ce soit comme
exemple ou comme exercice, il est demandé a 1’étudiant d’en expliciter la signification
dans le contexte proposé. Les Sujets d’étude et a découvrir proposent des options (les
fonctions hyperboliques, une premiére introduction aux polynémes de Taylor).

M 4 ¢ Les applications de la dérivée

Ce chapitre commence par une section sur les vitesses lies. Ensuite, c’est le théoréme
des accroissements finis qui sert de point de départ aux premieres notions relatives
aux valeurs extrémes et a la forme des courbes. L’interaction entre 1’outil graphique et
I’analyse est ici manifeste et illustrée. Une large variété de problemes d’optimisation
sont prévus. Enfin, sont présentées les formes indéterminées et la méthode de Newton
ainsi qu’une étude des primitives qui prépare les étudiants au chapitre 5.

M 5 ° Les intégrales

La notion d’intégrale définie s’appuie sur le calcul d’aire et de distance. La définition
d’une intégrale est plus facile a comprendre si on opte pour des sous-intervalles de
méme longueur. L’accent est mis sur I’explication du sens de 1’intégrale dans différents
contextes et sur comment la calculer a partir d’un graphique et de tables. Il n’y a pas
de chapitre séparé consacré aux techniques d’intégration. Seules les méthodes par
substitution et par parties sont traitées ici et d’autres méthodes sont seulement esquissées.
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La décomposition en €léments simples est exposée de facon complete dans I’annexe G.
La section 5.8 aborde 1’usage des logiciels de calcul symbolique en intégration.

l 6 ¢ Les applications de l'intégrale

Les méthodes générales, et non les formules, sont mises en avant. L’ objectif est que les
étudiants puissent diviser une quantité en petits morceaux, estimer avec des sommes de
Riemann, et reconnaitre la limite comme une intégrale. Il y a beaucoup d’applications
dans ce chapitre, probablement trop pour étre couvertes dans un seul cours. Nous
espérons que vous sélectionnerez des applications que vous et vos étudiants apprécierez.
Certains instructeurs aiment couvrir les coordonnées polaires, voir I’ Annexe H. D’autres
préferent reporter ce sujet jusqu’a ce qu’il soit nécessaire dans un cours de calcul du
troisieme semestre, avec la Section 9.7 ou juste avant la Section 12.4.

l 7 ¢ Les équations différentielles

C’est la modélisation qui gouverne ce traitement introductif aux équations différentielles.
Les champs de direction et la méthode d’Euler sont vus avant de résoudre explicitement
des équations a variables séparées, de sorte que les approches qualitative, numérique et
analytique sont placées sur un méme pied. Ces méthodes sont mises en oeuvre sur les
modeles exponentiels, logistiques et autres de croissance d’une population. Les modeles
proies-prédateurs servent a illustrer les systemes d’équations différentielles.

M 8 ° Les suites et les séries

Les tests de convergence des séries sont traités brievement, justifiés plus intuitivement
que rigoureusement. Les estimations numériques des sommes de série reposent sur
les tests qui ont servi a prouver la convergence. L’accent est mis sur les séries et les
polynoémes de Taylor, leur utilisation en physique et I’estimation de 1’erreur.
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A l'étudiant

Lire un livre de calcul différentiel et intégral est tout autre chose que lire un journal ou
un roman, ou méme un livre de physique. Ne vous découragez pas s’il vous arrive de
devoir lire un passage plus d’une fois avant de le comprendre. C’est une bonne idée de
garder un crayon, du papier et une calculatrice graphique a portée de main pour vérifier
ou essayer un calcul ou dessiner un diagramme ou un graphique.

Certains étudiants choisissent de négliger le texte pour se lancer directement dans
les exercices et ne vont lire la théorie que s’ils rencontrent des difficultés dans un
exercice. Nous pensons qu’il est préférable de lire et de comprendre une section avant
d’attaquer les exercices. En particulier, vous devez soigneusement étudier les définitions
et comprendre la signification exacte des termes. Et avant de lire un exemple, nous
suggérons d’en cacher la solution et d’essayer de le résoudre par vous-méme. Vous en
retirerez ainsi davantage de la lecture de la solution.

Ce texte est congu pour enseigner la compréhension conceptuelle grace a des
compétences de résolution de problemes et de reconnaissance de formes et pour vous
entrainer a penser de maniere logique. Apprenez a rédiger les solutions aux exercices de
maniere liée, étape par étape, en utilisant les bons termes et les notations appropriées.

A la fin du livre, dans I’annexe J, sont données les solutions des exercices de
numérotation impaire. Certains exercices consistent en une explication ou une inter-
prétation ou une description. Il n’y a des lors pas qu’une seule facon d’y répondre, ne
vous inquiétez donc pas si vous n’avez pas trouvé la réponse exactement telle qu’elle
est proposée. En outre, comme il y a parfois plusieurs formes différentes pour exprimer
une réponse algébrique ou numérique, n’allez pas conclure immédiatement que la votre
est fausse si elle est quelque peu différente de celle donnée dans le livre. Par exemple,
si la réponse donnée 2 la fin du livre est V2 — 1 et que vous obtenez 1/(1 + V2), c’est
correct car en rendant le dénominateur rationnel, vous verrez que les deux réponses sont
équivalentes.

Nous espérons que vous tiendrez a garder ce livre a titre de référence apres avoir
terminé le cours. Comme il est probable que vous oublierez quelques détails de cette
matiere, il vous permettra de vous rafraichir la mémoire quand vous en aurez besoin dans
vos cours ultérieurs. De plus, ce livre contenant plus de matiere que ce qu’un cours peut
raisonnablement couvrir, il peut étre une ressource utile dans votre travail de chercheur
ou d’ingénieur. Le calcul différentiel et intégral est un sujet passionnant, a juste titre
considéré comme 1’une des plus hautes réalisations de I’esprit humain. Nous espérons
que vous allez découvrir qu’il n’est pas seulement utile mais aussi intrinsequement beau.

James Stewart
Stephen Kokoska
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Tests diagnostiques

Une bonne maitrise du calcul différentiel et intégral dépend pour une large part des connaissances acquises antérieurement en
mathématiques: algebre, géométrie analytique, fonctions et trigonométrie. Le test qui suit a pour but de repérer les faiblesses
que vous pourriez avoir dans ces matieres. A la fin de chaque test, vous pouvez comparer vos réponses avec celles qui sont

fournies et, si nécessaire, rafraichir vos connaissances grace aux révisions conseillées.

A |Test d’algebre

1. Calculez, sans calculatrice, chacune des expressions suivantes.

a) (=3 b)) —3* ¢)

523 2 -2
O s o (3) K

3*4
1673/4

2. Simplifiez chaque expression. Ecrivez la réponse sans exposant négatif.

a) V200— V32 b)) Bdb)dab?? o)

3. Développez et simplifiez.

<3x3/2y3) -2
x2y71/2

a) 3(x+6)+42x—5) b) (x+3)4x —5)
o (Va+ Vb)(Va— Vb) d) (2x+3)
e) (x+2)°
4. Factorisez chaque expression.
a) 4x*—25 b) 2x%+5x— 12
) ¥ =32 —4x+12 d) x*+27x
e) 3x —ox!2 4+ 6x 12 f) Xy — dxy
5. Simplifiez I’expression rationnelle.
X +3x+2 2% —x—1 x+3
2 X-—x-2 ®) 2-9 2x+1
y_x
¥ x+1 x oy
9 24 2 DT
y o x
6. Rendez I’expression rationnelle et simplifiez.
2 V10 B Vd+h-2
V5-2 h
7. Complétez le carré.
a) X+x+1 b) 2x* —12x + 11
8. Résolvez I’équation. (Cherchez seulement les solutions réelles.)
Q) x+5=14—x py X =l
2 x+1 X
) ¥X—x—12=0 d) 22 +4x+1=0
e) X*—32+2=0 f) 3lx—4|=10

2 24 -0 " -3V4-x=0
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Tests diagnostiques

9. Résolvez chaque inégalité. Ecrivez vos réponses sous forme d’intervalles.

Xix

Q) —4<5-3x<17 b) *<2x+8
c) xx—D(x+2)>0 d) |x—4|<3
2x—3 <1
©) x+1 =
10. Les équations sont-elles vraies ou fausses ?
Q) (ptol=p+q b) Vab= VaVb
1 +7TC
o) Vi +b=a+b d) c =14+T
1 11 1/x 1
e) =——- () =
X—y x 'y a/x—b/x a—0b
Réponses du test A : Algébre
1 - - 1
1. 81 b) —8I — 6. 5V2 +2V10 b)) ———
2) ) 9 51 2 ) Vith+2
i ! 7. a) (+1)2+3 b) 2(x—3)>—7
2 1 . 2 2 =3 —
d) 25 ° D3 Ty 4
_ 8.a) 6 b) 1 c) —3,4
2.2 612 b) 484’ o) % : ) s
y 1
3.a) lx—2 b) 42+ Tx— 15 d —1£3V2 o TLEV2Z H L
c) a—bh d) 4x*+ 12x+9 12
3 ) 9 —
e) x’+6x + 12x+ 8 5
4, 2) (2x—502x+5) b) 2x—3)x+4) 9. a) 1-4,3[ b) 1-2,4[
) =3 —2)x+2) d) x(x+3)EE-3x+9) ¢ 1-2,0[U]l,+o[  d) 11,7[
e) 3x "Px—Dx—2) ) xy(x—2x+2) e) 1-1,3[
x+2 x—1 10. a) Faux b) Vrai ¢) Faux
5. a) r—2 b) Y —3 d) Faux e) Faux f) Vrai
1
c) d —(x+y)

x—2
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B | Test: Géométrie analytique

1. Ecrivez une équation de la droite qui passe par le point (2, —5) et qui

a) estde pente —3.

b) est parallele a I’axe Ox.

c) est parallele a I’axe Oy.

d) est parallele a la droite 2x — 4y = 3.
2. Cherchez une équation du cercle centré en (— 1, 4) et passant par le point (3, —2).
3. Cherchez le centre et le rayon du cercle d’équation x> + y*> — 6x + 10y + 9 = 0.

4. Soient A(—7, 4) et B(5, —12) deux points d’un plan.
a) Quelle est la pente de la droite qui passe par A et B.
b) Cherchez une équation de la droite qui passe par A et B. Quels sont ses points
d’intersection avec les axes ?
¢) Cherchez le point milieu du segment AB.
d) Quelle est la longueur du segment AB.
e) Cherchez une équation de la médiatrice de AB.
f) Cherchez une équation d’un cercle dont AB est un diametre.

5. Hachurez la région du plan Oxy définie par 1’équation ou par les inégalités.

1
a) —1<y<3 b) |x|<det|y <2 c) y<l—5x

d) y>x -1 e) xXX+y°<4 f) 9+ 16y> = 144

Réponses au test B : GEéométrie analytique

1. a)
b)
)

d)

2. (x+ 1)+ +4r=52
3. Centre (3, —5), rayon 5

4, a)
b)

V)
d)
€)
f)

y=-3x+1 5. a) y b) y ©) Y

T -3 3 b y=l-+x

x=2 2 .y y=1l=-3x
! ; : b

y==—x—6 — " - _““E4 * 25~

16 -1 5 oL~

y=x -1

_ i 2 2+ y2 =4 /4\
4x3+ 3y + 16 = 0; intersection avec Ox —4, intersection x £ ) x \\/

avec Oy 3

(=1, =4

20

3x —4y =13

(x+ D2+ (y+4)>=100
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Figure pour probléme 1

Tests diagnostiques

C |Test : Fonctions

1. Vous voyez a gauche le graphique d’une fonction f.

a) Quelle est la valeur f(—1) ?

b) Que vaut f(2) ?

¢) Pour quelles valeurs de x a-t-on f(x) =2 ?

d) Cherchez les valeurs de x pour lesquelles f(x) = 0.

e) Déterminez le domaine de définition et I’ensemble image de f.

fQ+hm—-fQ2

2. Pour f(x) = x°, calculez le quotient différentiel Y

et simplifiez-le.

3. Déterminez le domaine de définition de la fonction.

o 2x+1 _ Vx _ 5
a) f(X)_xz-l-x—Z b)g(x)—x2+1c)h(x)—v4 x+ Vxr—1

XXi

4. Par quelles transformations du graphique de f obtient-on les graphiques des fonctions suivantes ?

a) y=—f) by y=2f) -1 ¢ y=fx—3)+2
5. Esquissez a la main et sans I’aide d’une calculatrice les graphiques suivants.
a) y=x> b) y=@x+1)> ) y=(x—2>+3
d) y=4-x e) y=Vx f) y=2Vx
9 y=-2 hy y=1+x"

. 1-x* six<0
6. Soltf(x):{ 2x+1 six>0

a) Calculez f(—2) and f(1). b) Faites le graphique de f.
7. Si f(x) = x> + 2x — l et g(x) = 2x — 3. Définissez les fonctions suivantes.
a) fog b) gof ©) g°8°8
Réponses du test C : Fonctions
1.a) —2 b) 2.8 5. a) y b) y c)
c) —3,1 d —-2,5;03
e) [—3,3],[—2, 3] @.3)
i )
2. 12+ 6h+h?

b) ]—o0, +oo
¢) 1=, —1[U[L,4]

| t T4 '
3.2) -0, —2[U]-2, 1[ U], +o /

4. a) Réflexion par rapport a I’axe Ox. 4
b) Etirement vertical de facteur 2, suivi d’une translation / \
2\

d’une unité vers le bas.

unités vers le haut.

¢) Translation de trois unités vers la droite, puis de deux /
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6.a) —3,3 b) y 7.a) (fog)x)=4x>—8x+2
b) (gof)(x) =2x>+4x—5
‘ ¢) (g°g°8)(x) =8x—21
—1 *
D |Test:Trigonométrie
1. Convertissez les degrés en radians.
a) 300° b) —18°
2. Convertissez les radians en degrés.
) S b 2
a) X
6
3. Calculez la longueur de I’arc d’un cercle de 12 cm de rayon sous-tendu par un angle au
centre de 30°.
4. Quelles sont les valeurs exactes ?
7 5
a) tg (g) b) sin (?ﬂ-) c) sec (?ﬂ-)
24 5. Exprimez les longueurs a et b de la figure en termes de 6.
1
a 6. Calculez sin (x + y) sachant que sin x = 3 secy = 1 et que x et y sont compris entre 0 et %
6 7. Démontrez les identités.
b a) tg6sinf+cosb = sech
i . 2tgx . )
Figure pour probléme 5 b 3 gy S

8. Cherchez toutes les valeurs de x comprises entre sin 2x = sinx et —1 < x < 277,

9. Dessinez le graphique de la fonction y = 1 + sin 2x sans faire usage de la calculatrice.

Réponses du test D : Trigonométrie

S5

.a)

3

.a) 150°

27 cm

a)\/g

.a) 24sin6

—ar 1
- . —@4+6V2
b 5 6. 15 6V2)
360°
b) o ~ 114.6° 8. 0.7 7.7 o
3 3
1 9. )
b — 0) 2 ,
b) 24 cos 6

Si vous avez rencontré des difficultés, consultez I’annexe C de ce livre.
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Un apercu du calcul
différentiel et intégral

Mark Twain a écrit, « Si vous n’aimez pas le temps qu’il fait en Nouvelle Angleterre,
attendez quelques minutes. » Le temps change, en effet, rapidement en Nouvelle
Angleterre et le calcul différentiel et intégral est justement I’étude du changement, du
changement instantané. Les prévisions du temps sont basées sur de puissants modeles
mathématiques dans lesquels le calcul différentiel et intégral joue un role de premier plan.

Le calcul différentiel et intégral est fondamentalement différent des mathématiques que
vous avez étudiées jusqu’a présent. Il est moins statique et plus dynamique. Il se rapporte
au changement et au mouvement ; il traite de quantités qui se rapprochent d’autres quan-
tités. Voila pourquoi il peut étre utile de survoler le sujet avant d’entamer son étude en
profondeur. Nous donnons ici un apergu de certaines idées maitresses du calcul différen-
tiel et intégral en faisant ressortir comment des limites surviennent quand nous essayons
de résoudre des problemes tres divers.
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2 Un apercu du calcul différentiel et intégral

Ay

,

A:A1+A2+A3+A4+A5

Figure 1
L’aire du polygone est la somme
des aires des triangles.

M Le probléme de l'aire

Les origines du calcul différentiel et intégral remonte a 2500 ans, au temps ou les Grecs
calculaient des aires par la méthode « d’exhaustion ». Ils savaient comment mesu-
rer ’aire A d’un polygone quelconque en le décomposant comme dans la figure 1 en
triangles, dont ils prenaient la somme des aires.

Il est beaucoup plus difficile de mesurer 1’aire d’une figure curviligne. La méthode
d’exhaustion des Grecs consistait a inscrire et a circonscrire des polygones et a en faire
croitre le nombre de cotés. La figure 2 illustre ce procédé dans le cas particulier d’un
cercle a I'intérieur duquel sont inscrits des polygones réguliers.

NCNCNCD

Figure 2
Les polygones réguliers inscrits

qui servent a obtenir 1’aire du cercle.

Figure 3
Soit A I"aire de la région ombrée.

P AWASY.

Soit A, I'aire du polygone inscrit de n cotés. Lorsque n augmente, A, s’approche de
plus en plus de I’aire du cercle. Nous disons que I’aire du cercle est la limite des aires
des polygones inscrits et nous écrivons
A= lim A,.
n—-+00
Les Grecs n’employaient pas ce terme de limite. Cependant, Eudoxe (5™ s. av. J.-C.)
réussit par exhaustion a établir, par un raisonnement indirect, la formule de 1’aire du
cercle qui nous est familiére : A = 772,

C’est la méme idée qui présidera au chapitre 5 pour trouver les aires de régions du
type de celles qui sont représentées a la figure 3. Nous calculerons d’abord une
approximation de I’aire souhaitée en additionnant les aires des rectangles (comme ceux
de la figure 4), puis nous ferons décroitre la base des rectangles et enfin nous prendrons
A comme la limite de ces sommes d’aires de rectangles.

(1,1) (1, 1) (1, 1)

1

Il 301 1
4 2 4

S|

Figure 4
Laire A est approchée par I’aire des rectangles.

Le calcul d’aire est central dans la branche de 1’analyse appelée plus précisément calcul
intégral. Les techniques que nous mettrons au point au chapitre 5 pour calculer des
aires nous permettront aussi de calculer le volume d’un solide, la longueur d’un arc de
courbe, la poussée exercée par 1’eau contre une digue, la masse et le centre de gravité
d’une tige et le travail effectué pour pomper 1’eau hors d’une citerne.



y=f(x)

Figure 5
La tangente en P.

y
O(x, f(x))
P(a, f(a)) S&x) = fla)
a X
Figure 6
La sécante PQ.
y
t
Q0
P
/
Figure 7

Des sécantes qui tendent vers
la position de la tangente.

Un apercu du calcul différentiel et intégral 3

M Le probléme de la tangente

Le probleme consiste a trouver 1’équation de la droite 7 tangente a une courbe d’équation
y = f(x) en un point P donné. (Nous donnerons une définition précise d’une tangente au
chapitre 2. Pour le moment nous nous contentons de la voir comme une droite qui touche
la courbe comme le fait la droite # dans la figure 5.) Puisque nous savons que la droite ¢
passe par le point P, il nous suffirait de connaitre sa pente m pour pouvoir en écrire une
équation. Nous aurions besoin de deux points sur la droite pour en déterminer la pente et
nous n’en avons qu’un seul. Pour contourner le probleme, nous cherchons d’abord une
approximation de m en prenant un point Q trés voisin de P et en calculant la pente mpg
de la sécante PQ. Sur la figure 6, nous voyons que

() — f(a)

X —a

Mpg (1

Imaginons maintenant que Q se meuve sur la courbe en direction de P, comme sur la
figure 7. Vous remarquez que la sécante pivote autour de P et s’approche de la position
tangente comme position limite. En termes de pente, cela se traduit par : la pente mp de
la sécante s’approche de plus en plus de la pente m de la tangente. Nous écrivons cela
0P

et nous disons que m est la limite de mpg lorsque Q s’approche de P en suivant la courbe.
Comme x s’approche de a lorsque Q s’approche de P, nous pouvons encore utiliser
I’équation (1) et écrire

L & —fla)
m=lim————

x—a X —da

@)

Le chapitre 2 présente des exemples illustratifs de ce procédé.

Le probleme de la tangente est a I’origine de la branche de I’analyse appelée calcul
différentiel, qui, plus de 2000 ans apres le calcul intégral, n’avait toujours pas été inventé.
Les idées fondamentales du calcul différentiel sont dues au mathématicien francais
Pierre de Fermat (1601-1665) et furent développées par les mathématiciens anglais John
Wallis (1616-1703), Isaac Barrow (1630-1677) et Isaac Newton (1642-1727) et par le
mathématicien allemand Gottfried Leibniz (1646-1716).

Ces deux branches de I’analyse et leurs problémes principaux, le calcul d’aire et la
détermination de la tangente, semblent bien différents a premiere vue, et pourtant ils sont
tres proches 1’un de I’autre. IIs constituent des problémes inverses au sens qui sera décrit
au chapitre 5.

M La vitesse

Lorsque nous lisons sur le tachymetre d’une voiture qu’elle se déplace & 60 km /h, quelle
est au juste I’information recue ? Nous savons que si cette vitesse restait constante pen-
dant une heure, la voiture parcourrait 60 km. Mais si la vitesse de la voiture n’est pas
constante, qu’est-ce que cela signifie ? Qu’elle est de 60 km/h 2 un moment donné.

En vue de répondre a cette question, analysons le mouvement d’une voiture qui se
déplace en ligne droite et supposons avoir pu mesurer la distance parcourue apres chaque
seconde. Ces distances sont reprises dans le tableau que voici.

t = temps écoulé (en s) 0 1 2 3 4 5

d = distance (en m) 0 2 9 24 42 71
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Figure 8

Graphique qui illustre le mouvement
de la voiture.

Comme premiere étape en vue de trouver la vitesse aprés 2 secondes, calculons la
vitesse moyenne sur I’intervalle de temps 2 <1 < 4 :

distance parcourue
temps écoulé
13-3

vitesse moyenne =

De méme, la vitesse moyenne sur I’intervalle de temps 2 < ¢ < 3 est

6—3
3-2
Nous pressentons que la vitesse a I’instant ¢t = 2 ne peut pas €tre tres différente de la
vitesse moyenne calculée sur un intervalle de temps treés court qui commence a 1’instant
t = 2. Aussi, imaginons que la distance parcourue ait été mesurée tous les dixiemes de

seconde, cela donne le tableau :

vitesse moyenne = =4,6 m/s.

t 2,0 2,1 22 2,3 2.4 2,5

d 9,00 10,02 11,16 12,45 13,96 15,80

Alors, nous pouvons calculer la vitesse moyenne, par exemple, sur I’intervalle de temps
[2:2,5]:
5,12 —-3,05

it =222 4 14wl
Vitesse moyenne 275 ) s S

Les résultats du méme calcul effectué sur les autres intervalles de temps sont consignés
dans le tableau :

Intervalle de temps [2;3] [2:2,5] [2:24] | [2:23] [2;2,2] | [2;2,1]

Vitesse moyenne (m/s) 15,0 13,6 12,4 11,5 10,8 10,2

Les vitesses moyennes sur des intervalles de plus en plus petits semblent s’approcher
d’un nombre proche de 3 et donc il est normal de s’attendre a ce que la vitesse moyenne
en ¢ = 2 exactement soit de 1’ordre de 3 m/s. Au chapitre 2, nous allons définir la vitesse
instantanée d’un objet en mouvement comme la valeur limite des vitesses moyennes sur
des intervalles de temps de plus en plus petits.

La figure 8 montre une représentation graphique du mouvement d’une voiture
caractérisée par la distance parcourue en fonction du temps. Si nous notons d = f(1),
alors f(f) est le nombre de metres parcourus apres ¢ secondes. La vitesse moyenne sur
un intervalle de temps [2, 7] est

distance parcourue  f(t) — f(2)
temps écoulé ~ r—2

vitesse moyenne =

Or, cette expression est la méme que celle de la pente de la sécante PQ a la figure 8.
La vitesse v au moment ¢ = 2 est la valeur limite de cette vitesse moyenne quand ¢ tend
vers 2 ; a savoir
. JO — Q)
v=Ilim———

—2 t—2

Nous reconnaissons ici la méme formule que celle qui, a I’équation (2), donnait la pente
de la tangente a la courbe en P.
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Deux fagons de visualiser une suite.
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En définitive, lorsque nous résolvons un probleme de tangente par le calcul différentiel,
nous résolvons aussi un probléeme de vitesse. Les mémes techniques nous permettent
également de résoudre les problémes de taux de variation dans toutes les sciences natu-
relles et sociales.

M La limite d’une suite

Au 5™ sigcle av. J.-C., le philosophe grec Zénon d’Elée posa quatre probleémes, connus
aujourd’hui sous le nom de paradoxes de Zénon, destinés a défier quelques-unes des
idées en vigueur a cette époque a propos de 1’espace et du temps. Le deuxieme de ces
paradoxes parle d’une course entre le héros grec Achille et une tortue qui a été avantagée
au départ. Voici I’argumentation que tient Zénon pour démontrer qu’ Achille ne pourra
jamais dépasser la tortue : supposons que le point de départ d’ Achille soit a; et celui
de la tortue, ¢;. (voyez la figure 9). Au moment ol Achille arrive en a, = ¢, la tortue a
déja gagné la position 7,. Au moment ou Achille arrive en ay = 1,, la tortue est en #3. Ce
processus se poursuit indéfiniment et la tortue sera donc toujours en téte ! Mais le sens
commun n’y trouve pas son compte.

ay as as ay das
Achille
tortue . - - .
t ty 13 ty
Figure 9

Une illustration graphique de la course entre Achille et une tortue.

Une fagon d’expliquer ce paradoxe est d’impliquer la notion de suite. Les posi-
tions successives d’Achille (a;, a,, as, . ..) ou les positions successives de la tortue
(t1, 1, 13, .. .) forment ce qu’il est commun d’appeler une suite.

De facon générale, une suite {a,}, est un ensemble de nombres écrits dans un ordre bien
défini. Par exemple, la suite
1t
b 2’ 3’ 47 57 ..

ieme

peut étre décrite par la formule générale de son n'“"™ terme :
1
a, = ;

Nous pouvons visualiser cette suite en reportant ses termes sur une droite graduée,
comme a la figure 10(a) ou en dessinant son graphique, comme a la figure 10(b). Que
ce soit sur I’'une ou ’autre figure, il est évident que les termes de la suite a, = 1/n
deviennent de plus en plus proches de 0 lorsque n croit. En fait, nous pouvons trouver
des termes aussi proches que 1’on veut a condition de rendre n suffisamment grand. Nous
disons que la limite de cette suite est O et nous écrivons cela

.1
lim —=0
n—+oo n
La notation tout a fait générale
lim a,=1L
n—-+00

signifie que les termes a, s’approche du nombre L lorsque n devient grand. Plus
précisément, les nombres a, peuvent devenir aussi proches que I’on veut de L a condition
de choisir n suffisamment grand.



Figure 11
Une visualisation de I’homme
qui marche vers le mur.

Un apercu du calcul différentiel et intégral

Le concept de limite d’une suite intervient dans la représentation décimale d’un nombre réel. Par
exemple, si

ay = 3,1

a, = 3,14

a; = 3,141

a, = 3,1415
as = 3,14159
ag = 3,141592

ar = 3,1415926

alors,
Iim a, =1
n—-400 "

Les termes de cette suite sont les approximations rationnelles de 7r.

Retournons au paradoxe de Zénon. Les positions successives d’ Achille et de la tortue
forment des suites {a,} et {r,} ou a, <t,, quel que soit n. On peut montrer que ces deux
suites ont méme limite :

lim a,=p= lim ¢t,.
n——+oo n—-—+oo

C’est précisément en ce point p qu’ Achille dépasse la tortue.

B La somme d’une série

Un autre paradoxe de Z¢€non, que nous a transmis Aristote, est le suivant : « un homme
qui se trouve dans une piece ne peut pas marcher jusqu’au mur. Pour faire cela, il devrait
d’abord avoir parcouru la moitié de la distance qui le sépare du mur, ensuite, la moitié
de la distance qui reste, et puis encore la moiti€ de ce qu’il reste encore. Ce procédé
peut étre poursuivi indéfiniment et ne s’arréte donc jamais » (voyez la figure 11.)

-

| —
IN
0
>

Nous savons pertinemment bien que I’homme peut atteindre le mur, ce qui suggere
que peut-&tre la distance totale pourrait étre le résultat d’une somme d’une infinité de
distances de plus en plus petites, comme ceci :

1 1 1 1 1

l=—F—+—F—+ - +—F 3)
2 4 8 16 2"
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Zg€non, lui, pensait que cela n’avait aucun sens d’additionner une infinité de nombres.
Il y a pourtant d’autres situations ou, implicitement, nous additionnons une infinité de
nombres. Par exemple, la notation décimale 0,3 = 0,3333 ... signifie

SRV R B
10 100 " 1000 10000

et, d’une certaine fagon, il doit étre vrai que
3 N 3 N 3 n 3 - 1
10~ 100 ~ 1000 10000 3

Plus généralement, si d,, désigne le n'“™ chiffre de 1’écriture décimale d’un nombre, alors

d d, d3 d,
O.d1d2d3d4... =— 4 —+ —+ - +

Par conséquent, certaines sommes infinies, ou séries comme on les appelle, ont un sens.
Encore faut-il définir soigneusement ce qu’est la somme d’une série.

Reportons-nous a la série de I’expression (3) et notons s, la somme des n premiers
termes de la série. Alors

ﬁ_%:qs
&:%+%:Q%
h:%+%+%:qm5
M:%+%+%+%:Q%H

1111
s5=3+7+5+ 1+ 35 = 096875

111 1 1 1
4o 44 (084375
o=yt i s 6 3 Teg

11 1 1 1 11
=4+ —F—+—+— =0992]
=5t et et tea T g = 09921875

11 1
= — - _— ) 244
$10= 5 gt qaag & 09999023
= L 099998474
Sle= Ty 216 %

Nous pouvons observer que, plus nous additionnons de termes, plus les sommes partielles
s’approchent de 1. En fait, il peut étre montré qu’en prenant z suffisamment grand (c’est-
a-dire en additionnant un nombre suffisamment grand de termes), les sommes partielles
s, peuvent étre rendues arbitrairement proches de 1. Il semble dés lors raisonnable de
dire que la somme de la série est 1 et d’écrire
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rayons du soleil

rayons du soleil

observateur
Figure 12
L’angle d’élévation du point le plus
haut d’un arc-en-ciel.

Nous allons explorer davantage ces sujets au chapitre 8. Ensuite, nous allons exploiter
les idées de Newton qui relient les séries au calcul différentiel et intégral
lim s, = 1.
n—+o00
Au chapitre 8, nous discuterons plus en détail de ces idées. Nous utiliserons ensuite

I’idée de Newton consistant a combiner les séries infinies avec le calcul différentiel et
intégral.

M En résumé

Nous avons constaté que le concept de limite est présent lorsque nous cherchons a cal-
culer I’aire d’une région, la pente de la tangente a une courbe, la vitesse d’une voiture
ou la somme d’une série. Ces problémes ont en commun qu’une quantité est obtenue
comme la limite d’autres quantités, facilement calculables. C’est par ce concept de base,
celui de limite, que le calcul différentiel et intégral se distingue des autres branches des
mathématiques. En fait, il pourrait étre défini comme la branche des mathématiques qui
traite des limites.

Apres avoir inventé sa version du calcul différentiel et intégral Isaac Newton s’en servit
pour expliquer le mouvement des planetes autour du soleil. Aujourd’hui, cette discipline
est mise au service du calcul des trajectoires des satellites et des vaisseaux spatiaux, de
la prédiction des effectifs de population, du calcul de la vitesse d’augmentation du prix
du café, des prévisions météorologiques, de la mesure du débit cardiaque, du calcul des
primes d’assurance vie et de toutes sortes d’autres choses. Ce livre se propose d’aborder
quelques-unes de ces applications.

Afin de faire sentir la puissance du sujet, nous terminons cet apercu par une liste de ques-
tions auxquelles vous serez a méme de répondre grace au calcul différentiel et intégral :

1. Comment expliquer le fait, illustré a la figure 12, qu’un observateur voit le point le
plus haut d’un arc-en-ciel sous un angle de 42° (voyez la page 313) ?

2. Comment expliquer la forme des boites de conserve alignées sur les rayons des
supermarchés (voyez la page 372) ?

3. Quelle est la meilleure place au théatre (voir page 574) ?

4. A quelle distance de 1’aéroport un pilote doit-il entamer la descente (voyez la
page 237) ?

5. Comment assembler les courbes qui guident le tracé des lettres produites par une
imprimante laser (voyez la page 236) ?

6. Au base-ball, ou doit se placer un joueur intermédiaire appelé a relayer une balle
lancée vers la base initiale (voyez la page 653) ?

7. Une balle lancée en I’air, prend-elle plus de temps pour atteindre son apogée que
pour retomber a sa hauteur initiale (voyez la page 643) ?
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Limpression 3D est devenue récemment trés populaire du fait des progrés technologiques et du fait que le prix d’achat est devenu moins élevé.
Les applications de I'impression 3D sont utilisées en particulier dans le développement rapide et I'évaluation de prototypes, dans l'industrie
pour I'extrusion, le collage et le soudage de matériaux, en médecine oui la bio-impression inclut I'impression 3D d’organes artificiels.

Limprimante 3D cartésienne est le concept le plus courant, habituellement utilisée avec un moteur électrique pour chacun des trois axes.
Limprimante 3D polaire utilise une dimension linéaire et deux angles pour repérer correcte-ment un objet. Chaque imprimante est basée sur
une méthode différente pour représenter un point dans l'espace.

Plan du Chapitre

9.1 Le repére cartésien d'un espace
a trois dimensions

9.2 Lesvecteurs

9.3 Le produit scalaire

9.4 Le produit vectoriel

9.5 Les équations de droites et de plans
9.6 Fonctions et surfaces

9.7 Les coordonnées cylindriques
et sphériques

Les vecteurs et la géomeétrie
de lI'espace

Dans ce chapitre, nous allons introduire les vecteurs et des systemes de coordonnées
adaptés a un espace de dimension trois. Telles sont les bases de connaissance pour
étudier les fonctions de deux variables parce que leur représentation graphique est une
surface de I’espace. Les vecteurs sont des outils alternatifs plus simples pour décrire des
droites et des plans de I’espace ainsi que la vitesse et I’accélération d’un objet qui se
déplace dans I’espace.

779
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X

Figure 9.1

Le systeme de coordonnées.

~N

e

X

Figure 9.2
La régle de la main droite.

9.1

Le repére cartésien d’un espace a trois dimensions

M Localisation dans l'espace

Pour situer un point dans un plan, il faut deux nombres. Nous savons qu’a n’importe
quel point du plan est associ€ un couple de nombres réels (a, b), ou a est I’abscisse et b
I’ordonnée. Voila pourquoi un plan est appelé un espace de dimension deux. Pour situer
un point dans I’espace, il faut trois nombres. Tout point de 1’espace est représenté par un
triplet (a, b, ¢) de nombres réels.

En vue de représenter des points dans I’espace, il faut d’abord choisir un point fixe O
(I’origine) et trois axes orientés passant par O, perpendiculaires entre eux, appelés les
axes de coordonnées, et étiquetés axe Ox, axe Oy et axe Oz. Il est habituel de choisir
les axes Ox et Oy horizontaux et I’axe Oz vertical. L’orientation des axes est celle de la
Figure 9.1.

Le sens de I’axe Oz est déterminé par la régle de la main droite comme vous pouvez
le voir dans la Figure 9.2 : si une personne enroule les doigts de sa main droite autour
de I’axe Oz a la maniere d’une rotation de 90° dans le sens contraire des aiguilles d’une
montre, allant de 1’axe Ox vers I’axe Oy, alors son pouce est pointé dans le sens positif
de I’axe Oz.

Les trois axes de coordonnées déterminent les trois plans de coordonnées représentés
dans la Figure 9.3. Le plan Oxy est le plan des axes Ox et Oy ; le plan Oyz celui des
axes Oy et Oz ; le plan Oxz celui des axes Ox et Oz. Ces trois plans de coordonnées
divisent I’espace en huit parties, appelées octants. Le premier octant, au premier plan,
correspond a la partie positive de chacun des axes.

Figure 9.3 Figure 9.4
Les plans de coordonnées. Analogie des murs d’une chambre
avec les plans de coordonnées.

Il peut étre utile de visualiser les plans de coordonnées et les figures tridimensionnelles
en utilisant I’analogie illustrée dans la figure 9.4. Regardez un coin inférieur d’une piece
et choisissez ce coin comme origine. Le mur a votre gauche est le plan Oxz, le mur a
votre droite le plan Oyz, et le sol le plan Oxy. L’axe Ox coincide avec I’intersection
du sol et du mur de gauche. L’axe Oy coincide avec ’intersection du sol et du mur
de droite. L’axe Oz se dresse du sol vers le plafond le long de I’intersection des deux
murs. Vous étes dans le premier octant et vous pouvez imaginer maintenant les sept
autres pieces situées dans les sept autres octants (trois au méme étage et quatre a I’ étage
inférieur), tous reli€s au coin commun O.
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Figure 9.5
Localisation d’un point P(a, b, c)
dans I’espace.

Figure 9.6
Les projections Q, R et S du point P
sur les plans de coordonnées.

y
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Considérons maintenant un point quelconque P de I’espace. Désignons par a la distance
(orientée) du plan Oyz a P, par b la distance du plan Oxz a P et par c la distance du plan
Oxy a P. Le point P est identifié¢ par le triplet ordonné (a, b, c) de nombres réels et les
nombres a, b et ¢ sont appelés les coordonnées de P ; a est ’abscisse, b 1’ordonnée et ¢
la cote. Pour situer le point (a, b, ¢), nous pouvons donc partir de I’origine O, compter a
unités sur 1’axe Ox, b unités parallelement a I’axe Oy et ¢ unités parallelement a 1’axe Oz,
comme dans la Figure 9.5.

Le point P(a, b, ¢) détermine une boite rectangulaire comme celle de la Figure 9.6 . Si a
partir de P nous abaissons la perpendiculaire au plan Oxy, nous obtenons un point Q de
coordonnées (a, b, 0), appelé projection de P sur le plan Oxy. De méme, R(0, b, ¢) et S(a,
0, ¢) sont les deux projections de P sur le plan Oyz et le plan Oxz respectivement.

Les Figures 9.7 et 9.8 illustrent la méthode pour représenter les points dans 1’espace.

<,

|
|
|
|
-5 1
S
(-4.3,-5) x5
(3.-2,-6)+__| /
Figure 9.7 Figure 9.8
Position du point (—4, 3, —5) Position du point (3, —2, —6)
dans I’espace. dans I’espace.

Le produit cartésien R X R X R = {(x, v, 2) | x, y, z € R} est ’ensemble des triplets
de nombres réels et est noté R>. Il existe une correspondance bijective entre les points
P de I’espace et les triplets (a, b, ¢) de R®. Cela s’appelle un systéme orthogonal
de coordonnées cartésiennes de dimension trois. Remarquez que, en termes de
coordonnées, le premier octant peut étre décrit comme 1’ensemble des points dont les
coordonnées sont toutes positives.

B Représentations graphiques dans l'espace

En géométrie analytique de dimension 2, le graphique d’une équation en x et y est une
courbe de R2. En géométrie analytique de dimension trois, une équation en x, y et z
représente une surface dans R>.

Exemple 1 Représentations d’équations

Dessiner et décrire dans R les surfaces représentées par les équations suivantes.
a) z=3 b) y=35

Solution

a) L’équation z = 3 représente I’ensemble {(x, y, z) |z = 3}.

C’est I’ensemble de tous les points de R? dont la coordonnée z est 3.
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b)

C’est donc un plan horizontal, parallele au plan Oxy, situ€ trois unités au-dessus de
lui comme illustré dans la Figure 9.9.

L’équation y = 5 représente 1’ensemble de tous les points de R* dont I’ordonnée
est 5.

C’est un plan vertical, parallele au plan Oxz, situé 5 unités a droite de lui, comme
illustré dans la Figure 9.10.

X

Figure 9.9 Figure 9.10
Représentation graphique Représentation graphique
du plan z = 3 dans R>. du plan y = 5 dans R>. [ ]

En regardant de plus prés

1. Le contexte dans lequel une équation est donnée détermine s’il s’agit d’une courbe

dans R? ou d’une surface dans R>. Dans I’exemple 1, y = 5 représente un plan
dans R3, mais y = 5 peut aussi bien stir représenter une droite dans R? en géomé-
trie analytique de dimension deux.

. Généralement, x = k ou k est une constante représente un plan parallele au plan

Oyz, y = k, un plan parallele au plan Oxz et z = k un plan parallele au plan Oxy.
Par exemple, dans la figure 9.6, les faces du parallélépipede rectangle sont les
trois plans de coordonnées x = 0 (plan Oyz), y = 0 (plan Oxz) et z = 0 (plan Oxy)
ainsi que les plansx = a,y = betz = c. [ ]

Exemple 2 Décrire des régions données par des équations

a)  Décrire les points (x, y, z) qui satisfont aux équations
X+yr=1 et z=3
b)  Décrire la surface de R* représentée par I’équation x2 + y 2 = 1.
Solution
a) L’équation z = 3 représente un plan horizontal.
Comme x 2 + y2 =1, les points appartiennent au cercle de rayon 1 centré sur
I’axe Oz.
Ainsi les points qui satisfont simultanément les deux équations se trouvent sur un
cercle de rayon 1 dans le plan horizontal z = 3. Voir la Figure 9.11.
b) L’équation x>+ y2 = 1 ne contient pas de condition restrictive selon z, ainsi un

point (x, y, z) peut appartenir a un cercle de n’importe quel plan z = k.

La surface x 2 + y2 = 1 de R 3 est donc faite de tous les cercles horizontaux pos-
sibles x 2 -f—y2 =1,z=*k.

11 s’agit du cylindre circulaire droit de rayon 1 et d’axe Oz. Voir la Figure 9.12.
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Figure 9.11 Figure 9.12
Le cercle d’équation x> + y2 =1,z =13.  Le cylindre d’équation x > + y 2 = 1, ce cylindre s’étend
indéfiniment aussi bien vers le haut que vers le bas.

z Exemple 3 Une Région plane
Décrire et dessiner la surface dans R> représentée par 1’équation y = x.
Solution

L’équation représente 1’ensemble de tous les points de R dont 1’abscisse et I’ordonnée
sont égales, c’est-a-dire, {(x, x, z) |x € R, z € R}.

C’est un plan vertical qui coupe le plan Oxy selon la droite y = x,z = 0.

La figure 9.13 montre la portion de ce plan située dans le premier octant. [ ]

M Distance dans l'espace

Figure 9.13 La formule bien connue de la distance entre deux points dans un plan s’étend aisément a
Le plan y = x. I’espace de dimension trois.

Formule de la distance dans I'espace a trois dimensions

La distance | P, P,| entre les points P (x;, vy, z1) et Po(x,, Yo, 25) est égale a

|PPy| = Vo —x)?+ 0 — )2 + (2 — 21)°

Pour justifier cette formule, considérons un parallélépipede rectangle comme illustré
dans la Figure 9.14. Les points P, et P, sont des sommets opposés et les faces du
parallélépipede sont paralleles aux plans de coordonnées.

Pi(x1, ¥, 21)
Ps(x3, y2, 22)

Figure 9.14 / B(xz, y2, 1)
Boite parallélépipédique pour illustrer

. x A(xo, y1, 21)
la formule de distance.
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P(x,y,2)
o \
x/ y
Figure 9.15

Sphere centrée en C(h, k, [)
et de rayon r.

Si A(xy, y1, 21) €t B(x,, y5, z;) sont les sommets indiqués sur la figure, alors
|PLA| =[x, — x| |AB| = [y, = | |BP,| = |z — 2|

Les deux triangles P; BP, et Py AB sont des triangles rectangles. Alors, d’apres le
théoreme de Pythagore

|P\ P> = |P\ B+ |BP,|* et |P{B>=|P;A]>+|AB|?
En combinant ces deux équations, nous obtenons :
[P Py> = (|PyA]? + |AB]?) + | BP, |?
=l —x P+ |-l + |-l

= —x)’+ =y ()’

Py Py| = Vo —x)?+ 0=y + @ — )2

Par conséquent,

Exemple 4 Distance entre deux points
La distance entre le point P(2, —1, 7) et le point Q(1, -3, 5) est égale a

POl = V(1 =22+ (-3+1D2+G5-712=VI1+4+4=3. -

Exemple 5 Utiliser une distance pour définir une sphére
Déterminer une équation de la sphere de rayon r et de centre C(h, k, [).
Solution

Par définition, une sphere est I’ensemble de tous les points P(x, y, z) dont la distance par
rapport a C est r (voir la Figure 9.15).

Un point P est donc sur la sphere si et seulement si |PC| = r.

Ecrivons I’expression de la distance de P a C, et élevons ensuite au carré les deux
membres de cette expression, nous obtenons

|PC | =r

\/(x—h)2+(y—k)2+(z—l)2=r Distance de P a C.

x— h)2 + (- k)2 +(z— l)2 =2 Carrés des deux membres de 1I’équation.
|

L’équation de I’exemple 5 est souvent utilisée et son importance est soulignée ici.

s A

L'équation d’'une sphére

Une sphere de centre C(h, k, 1) et de rayon r, a comme équation
=+ -kb*+@E@-D>=r?

En particulier, si son centre est I’origine O, la sphere a comme équation

X242+ 2=42
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Figure 9.16

La région de R décrite par les

inégalités 1 <x>+y?>+72<4,2<0.

9.1

1. Trouvez les coordonnées d’un point obtenu en partant de

4
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Exemple 6 Déterminer le centre et le rayon d'une sphére

Montrer que x> + y2 + z2 + 4x — 6y + 2z + 6 = 0 est I’équation d’une sphere et déter-
miner son centre et son rayon.

Solution

Réécrivons I’équation donnée en complétant les expressions élevées au carré pour
chaque variable :

E 1é les
(x2+4X+4)+(y2_6y+9)+(Z2+22+1):_6+4+9+1 n complétant les

expressions au carré
pour chaque variable.

En écrivant chaque expression

2 a2 2 _
x+2)"+t -3 "t tDH =28 sous la forme d’un carré.

Comparons cette équation avec la forme standard de 1’équation d’une sphere.

L’équation résultante correspond a une sphere centrée au point (—2, 3, — 1) et de rayon

V8 =2V2. m

Exemple 7 Identifier une région
Représenter la région de R définie par les inégalités suivantes

1<x*+y?+72<4 z<0

Solution
Réécrire I’équation 1 < x> +y>+ 22 < 4

1<Vx2+y2+22<2 En prenant la racine carrée de chaque membre des inégalités.

Ce qui montre que les points (x, y, z) de cette région sont a une distance de 1’origine au
moins égale a 1 sans pour autant dépasser 2.

De plus, I’inégalité supplémentaire z < O entralne que les points se trouvent soit dans le
plan Oxy, soit en-dessous.

Par conséquent, les inégalités données définissent la région située entre (ou sur) les
spheres x2 + y? 4+ z> =1 et x> + y? 4+ z? = 4 et au-dessous du (ou sur) le plan Oxy.
Cette région est représentée dans la figure 9.16. [ ]

Exercices

6. Décrivez et dessinez la surface dans R représentée par

’origine et en se déplacant le long de I’axe Ox de 4 unités dans
le sens positif, et en descendant ensuite de 3 unités vers le bas.

2. Dans un méme repere cartésien, marquez les points (0, 5, 2),
4,0,—1),(2,4,6)et(1,—1,2).

. Lequel parmi les points P(6, 2, 3), Q(—5, —1, 4) et R(0, 3, 8)
est le plus proche du plan Oxz ? Quel est le point qui se
trouve sur le plan Oyz ?

4. Déterminez les coordonnées des projections du point (2, 3, 5)
dans les plans Oxy, Oyz et Oxz. Dessinez un parallélépipede
rectangle dont I’origine et (2, 3, 5) sont des sommets opposés et
dont les faces sont des plans paralleles aux plans de coordonnées.
Etiquetez chaque sommet. Calculez la longueur de la diagonale.

. Décrivez et dessinez la surface dans R représentée par
I’équation x + y = 2.

I’équation x% + z2 = 9.

. a) Décrivez la courbe de R? représentée par I’équation

x = 4. Décrivez la surface de R? représentée par
I’équation x = 4. Dessinez la courbe et la surface.

b) Décrivez la surface de R? représentée par I’équation y = 3.
Décrivez la surface de R représentée par z = 5. Décrivez
I’ensemble des points (x, y, z) telsque y =3 etz =5,
c’est-a-dire I’ensemble des points situés a I’intersection
des deux surfaces. Dessinez cet ensemble de points.

. Calculez la longueur des cotés du triangle POR. Déterminez

si POR est un triangle rectangle, un triangle isocele, ou ni
I’un ni I"autre.

a) P(3,—2,-3),0(7,0,1)etR(1,2, 1)

b) P2,—1,0),0(4,1,1),R4,—5,4)
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9. Calculez la distance entre le point (3, 7, —5) et
a) le plan Oxy b) le plan Oyz
c) leplan Oxz d) I'axe Ox
e) Il'axe Oy f) 1’axe Oz

10. Les points sont-ils colinéaires ?
a) A(2,4,2),B@3,7,-2),(C(1,3,3)
b) D(0,-5,5),E(1,-2,4), F(3,4,2)

11. Déterminez une équation de la sphere centrée en (2, — 6, 4) de
rayon 5. Quelle est I’intersection de cette sphere avec chacun
des plans de coordonnées ?

12. Ecrivez une équation de la sphére qui passe par le point (4, 3,
—1)etcentréeen (3, 8, 1).

13. Déterminez I’équation d’une sphere qui passe par 1’origine et
centrée en (1, 2, 3).

Montrez que 1’équation est celle d’une sphere et déterminez son
centre et son rayon.

14, x> +y? + 7> —6x+ 4y —27=11

15. x> +y2+22+8x—6y+2:+17=0

16. 2x2 +2y2 + 272 =8x— 24z + 1

17. 3x2 +3y2 + 322 =10 + 6y + 12z

18. x2— 10x +y> — 4y + 22 —2V32+32=0

22 337
19.x2+x+y2+—y+zz+ =

=" =0
7 196

20. a) Démontrez que les coordonnées du point milieu du
segment d’extrémités P;(xy, yq, 21) et Po(xo, ¥y, 2p) sont

(xl Tty +Zz>
27 2 72
b) Calculez la longueur des médianes du triangle de
sommets A(1, 2, 3), B(—2,0,5) et C(4, 1, 5).

21. Déterminez une équation d’une sphere dont un des diametres
a comme extrémités (2, 1, 4) et (4, 3, 10).

22, Déterminez des équations des spheres centrées en (2, —3, 6)
qui touche a) le plan Oxy, b) le plan Oyz, c) le plan Oxz.

23. Déterminez une équation de la plus grande sphere centrée en
(5,4, 9) contenue dans le premier octant.

Décrivez avec des mots la région de R? représentée par I’équation
ou I’inégalité.

24, x=5 25, y=-2

26. y<8 27. x= -3
28.0=7=<6 29, 72=1

30. x2+yr=4,7=-1 31. y2+z2=16
32, x24+y2+72<3 33, x=¢

34, x2+72=9 35, x2+y2+272>22

36. y = V4 —x?2 37. z=1x°

Ecrivez les inégalités décrivant la région donnée.
38. La région comprise entre le plan Oyz et le plan vertical x = 5.

39. Le solide cylindrique situé sur ou sous le plan z = 8 et
au-dessus du disque du plan Oxy centré a I’origine, de rayon 2.

40. La région située strictement entre les spheres de rayons r et R
centrées a I’origine, ol r < R.

41. La moitié supérieure de la sphere de rayon 2 centrée a
I’origine.

42, La figure montre une droite L; dans I’espace et une deuxieme
droite L,, projection de la premiére dans le plan Oxy. En
d’autres mots, les points de L, sont soit au-dessus, soit en
dessous de ceux de L.

Z

L1357
4l

a) Utilisez la représentation graphique pour déterminer les
coordonnées du point P sur la droite L;.

b) Indiquez sur le dessin les points A, B et C en lesquels la
droite L; perce les plans Oxy, Oyz, et Oxz, respectivement.

43. Considérez les points P dont la distance a A(— 1, 5, 3) est le
double de celle de P a B(6, 2,—2). Montrez que ces points
sont sur une sphere et déterminez son centre et son rayon.

44. Déterminez une équation de 1’ensemble des points
équidistants des points A(—1, 5, 3) et B(6, 2, —2). Décrivez
cet ensemble.

45. Calculez le volume du solide compris entre les deux sphéres
x4y A -2y +42+5=0

et x2+y2+z72=4

46. Quelle est la distance entre les spheres x> + y? + z2 =4 et
Xy 4+ = 14x+4y+4z— 117

47. Décrivez et dessinez le solide caractérisé de la fagon suivante.
Eclairé par des rayons paralleles a I’axe Oz, son ombre est un
disque circulaire. Si les rayons sont paralleles a 1I’axe Oy, son
ombre est un carré. Si les rayons sont paralleles a I’axe Ox,
son ombre est un triangle isocele.
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A

Figure 9.17
Les vecteurs i et v sont équivalents.

A
Figure 9.18

Le vecteur AC est la somme de AB
et de BC.
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Les vecteurs

Hl Définitions et Notation

Le mot vecteur désigne une grandeur orientée, telle, par exemple, qu'un déplacement,
une vitesse ou une force. Un vecteur est souvent représenté par une fleche ou par un
segment de droite orienté. La longueur de la fleche représente la mesure du vecteur, la
droite qui la porte indique la direction et la fleche le sens du vecteur. Un vecteur est habi-
tuellement noté par une lettre en gras, par exemple v ou par une lettre surmontée d’une
fleche, par exemple, V.

Supposons qu’un point matériel se déplace le long d’une droite depuis A jusqu’a B.
Le vecteur déplacement correspondant que montre la figure 9.17 a un point initial A

(I’origine) et un point final B (I’extrémité), ce qui est indiqué par v = AB

Dans la Figure 9.17 le vecteur 4 = CD a la méme mesure, la méme direction et le méme
sens que v, méme s’il est & une place différente. On dit que # et v sont équivalents

(ou égaux) et on écrit i = V. Le vecteur nul, noté 0, est de mesure nulle. Il est le seul
vecteur qui n’a ni direction, ni sens.

M Opérations avec des vecteurs

On suppose qu’un point matériel se déplace de A a B. Son vecteur déplacement est AB.
Ensuite, il change de direction et va de B a C. Son vecteur déplacement est maintenant
BC, comme illustré dans la Figure 9.18. L’effet combiné de ces déplacements est que le
point matériel est allé de A a C. Le vecteur déplacement qui en résulte, AC, est appelé la
somme de AB et de BC et on écrit

De facon générale, pour définir la somme des vecteurs # et v, on déplace le vecteur v de
maniére que son origine coincide avec I’extrémité de u.

Définition de I'addition vectorielle

Si i et v sont des vecteurs positionnés de facon telle que le point initial de v et
I’extrémité de # coincident, alors la somme # + V est le vecteur qui va du point
initial de # a I’extrémité de v.

La figure 9.19 illustre la définition de I’addition vectorielle. Cette figure montre pourquoi
cette définition est parfois appelée la loi du triangle.

<l

u+v
i
Figure 9.19 Figure 9.20
lustration de I’addition Une autre fagon de construire la somme :

vectorielle : loi du triangle. i +v = v+ :loidu parallélogramme.
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T

Figure 9.21
Vecteurs de I’Exemple 1.

S

<l

<!

-1.5v

Figure 9.24

Exemples de multiples scalaires de v.

Dans la figure 9.20, a partir des mémes vecteurs i et V de la figure 9.19, on trace une
autre représentation de ¥, celle dont 1’origine coincide avec 1’origine de #. Puis on com-
pléte le parallélogramme. On constate ainsi, graphiquement que # + vV = vV + 1. On
peut y voir aussi une autre fagcon de construire le vecteur somme : si on place u et v de
maniére qu’ils aient méme origine, le vecteur somme % + Vv est sur la diagonale du paral-
Iélogramme dont i et V sont les cotés. C’est la régle du parallélogramme.

Exemple 1 Représenter graphiquement une somme vectorielle
Dessiner la somme des vecteurs a et b représentés dans la figure 9.21.
Solution

On commence par translater 5 de sorte que son extrémité vienne se mettre A 1’origine de a.
Cette copie de b doit avoir la méme mesure, le méme sens et la méme direction.

Ensuite, on joint le point initial de @ a I’extrémité de la copie de b ( figure 9.22), on
obtient le vecteur a + b.

On aurait pu aussi utiliser la régle du parallélogramme.

On fait coincider les origines de a et de b pour construire @ + b qui est la diagonale du
parallélogramme, comme illustré sur la figure 9.23.

Ql

b
a+b
Figure 9.22 Figure 9.23
Somme @ + b construite A partir de la Somme @ + b construite a partir de la
loi du triangle. loi du parallélogramme. |

Il est aussi possible de multiplier un vecteur par un nombre réel c¢. Dans ce contexte, le
nombre réel ¢ est appelé un scalaire, pour le distinguer d’un vecteur. Il est logique que
le vecteur 2V soit le méme vecteur que v + v, qui a méme direction et méme sens que v,
mais dont la mesure est le double de celle de V. En général, le produit d’un vecteur par
un scalaire est défini de la maniére suivante.

Définition de la multiplication par un scalaire

Si ¢ est un scalaire et V un vecteur, alors le multiple scalaire ¢V est le vecteur qui a
méme orientation que V, dont la mesure est || fois la mesure de V, et qui a le méme
sens que v si ¢ > 0 et le sens opposé sic < 0.Sic=0ousiv=0alors cv =0

Cette définition est illustrée a la figure 9.24. Les nombres réels fonctionnent ici comme
des facteurs d’échelle sur les vecteurs, d’ou leur nom de scalaires. On remarque que
deux vecteurs non nuls sont paralleles s’ils sont des multiples scalaires I’'un de 1’autre.
En particulier, le vecteur —vV = (— 1)V a la méme mesure que V, mais son sens est
opposé. Voila pourquoi on I’appelle 1I’opposé de v.

Le vecteur différence de deux vecteurs i et V peut étre défini en utilisant 1’addition et la
multiplication scalaire.

i—V=i+(—7)



Figure 9.27
Vecteurs de 1’exemple 2.

Figure 9.28
Vecteur d — 2b
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Pour construire la différence i — v, on trace d’abord 1’opposé —v de v, puis on I’ajoute
a i en suivant la régle du parallélogramme, comme illustré dans la figure 9.25. Une autre
méthode pour représenter cette différence est d’écrire v + (¢ — v) = u. Cela signifie que
I’on peut construire ## — v comme le vecteur qui, additionné a v, donne %. C’est alors la
regle du triangle qui est appliquée dans la Figure 9.26.

<l

Figure 9.25 Figure 9.26
Différence @ — v en utilisant Différence ## — v en utilisant
la regle du parallélogramme. la loi du triangle.

Exemple 2 Représenter graphiquement une différence de vecteurs
Si a et b sont les vecteurs représentés dans la figure 9.27, dessiner @ — 25b .

Solution

On commence par dessiner le vecteur — 25 de sens opposé a b et deux fois plus long.
On place ensuite son origine a I’extrémité de d et on utilise la régle du triangle pour obte-
nir @ + (—2b) comme indiqué sur la Figure 9.28. [ ]

l Composantes d'un vecteur

Dans de nombreuses applications, il est bon d’introduire un systeéme de coordonnées
et de traiter les vecteurs algébriquement. Si un vecteur d est placé dans un systéme
d’axes rectangulaire avec son origine en O, les coordonnées de son extrémité sont de la
forme (ay, a,) ou (a;, a,, az), selon que le systeme de coordonnées est a deux ou trois
dimensions. Ces coordonnées sont appelées les composantes de d et on écrit

a=(a,a) ou a=(ay,a,as)

3 (a1, ap, a3)
(a1, ap)
L ]
da
X
o

Figure 9.29 *

Visualisation d’un vecteur d = (a,, a,) Figure 9.30

dans un systeme de coordonnées Visualisation d’un vecteur @ = (a;, a,, az) dans un sys-

cartésiennes, a deux dimensions. téme de coordonnées cartésiennes, a trois dimensions.
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Les vecteurs de la figure 9.31 sont tous équivalents au vecteur OP = (3, 2) dont
I’extrémité est le point P(3, 2). Pour chacun de ces vecteurs, le point terminal est
obtenu a partir du point initial par un déplacement de trois unités vers la droite et deux
unités vers le haut. Nous considérons tous ces vecteurs comme des représentations
équivalentes du vecteur d = (3, 2). La représentation particuliere OP qui va de I’origine
O au point P de coordonnées (3, 2) est appelée vecteur position du point P.

<

4,5) z
4l

> 1(1,3) PGB.2 vecteur
position
/ de P
6 4 2 0 24 6 \ P(ay, ay, a3)
L o
L7

/4» . y

B(xy +ay, yy + as, 21 + az)

A(xp, Y 21)
Figure 9.31 Figure 9.32
Diverses représentations du vecteur d = (3, 2). Représentations du vecteur d = (ay, ay, a3).

De méme, a trois dimensions, le vecteur @ = OP = (ay, a, az) est le vecteur position
du point P(ay, a,, az) (figure 9.32). Prenons maintenant une autre représentation AB
du vecteur d qui va du point initial A(x;, y;, z1) jusqu’au point B(x,, y», z5). Alors les
équations suivantes doivent étre vraies :

Xt ap = x, i tay =y, yta=12n
d’ou

ap = Xxy — Xp, a =Y = Y1, az =2 — 1)
Voir la Figure 9.32.

Etant donné, les points A(x;, y;, z1) et B(x,, ¥», 25), le vecteur d de représentation AB est

a=(x; = X, ¥, =Y, % —21) (D

Exemple 3 Représentation d'un vecteur déplacement

Déterminer le vecteur représenté par le segment orienté d’origine A(2, —3, 4) et d’extré-
mité B(—2, 1, 1).

Solution
—>
Le vecteur correspondant a AB est
a=(—2-2,1—(=3),1 —4)=(—4,4, -3). [ ]

La mesure ou longueur (ou norme) du vecteur v est la longueur de n’importe lequel
des segments orientés qui le représentent. Elle est notée par |v| ou ||V||. En faisant usage
de la formule de la distance pour calculer la longueur d’un segment OP, nous obtenons
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~ N
Norme d’un vecteur

La longueur d’un vecteur de dimension deux d = (a,, a,) est égale a

@ =/ai +d3

La longueur d’un vecteur de dimension trois @ = (ay, a,, as) est égale a

ld| =/ai + a3+ a3

. J

B Opérations et propriétés

Nous pouvons additionner ou soustraire des vecteurs graphiquement. Cependant, ces
opérations peuvent étre faites algébriquement. La figure 9.33 montre que si d = (a;, a,)
et b = (by, b,), alors la somme est d + b = (a; + by, a, + b,), comme on le voit dans
le cas de la figure ol les composantes sont positives. Autrement dit, pour addition-
ner algébriquement deux vecteurs, on additionne leurs composantes. De méme, pour
soustraire des vecteurs, on soustrait leurs composantes. Les triangles semblables de la
figure 9.34 montrent que les composantes de cd sont ca; et ca,. Donc, pour multiplier un
vecteur par un scalaire, on multiplie chaque composante par ce scalaire.

X (ay + by, ay + by)
|
!
!
|
l
|
pooih
a+b 1
|
l
by !
(I !
| |
| |
i D
1 L
o ap bl
Figure 9.33 Figure 9.34
Justification graphique de 1’addition Justification graphique de la multiplication
algébrique de deux vecteurs. d’un vecteur par un scalaire.
Résumé des résultats précédents :
e A

Opérations algébriques sur les vecteurs
Sid = (ay, ay) et b = (by, by), alors
i+b=(a,+b,a,+b) d—b=(ay—by,ay— by ci=(cay,cay)
De méme, pour les vecteurs de dimension trois,
(ay, ay, az) + (by, by, b3) = (ay + by, ay + by, az + bs)
(ay, ay, az) — (by, by, b3) = (ay — by, ay — by, a3 — b3)

c (ay, ay, az) = (cay, ca,, cas)
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On utilise des vecteurs de dimension n
pour faire la liste de différentes quan-
tités organisées d’une certaine fagon.
Par exemple, les composantes d’un
vecteur de dimension six

ﬁ = (pl’ P2, P3, P4s Ps5» pé)

peuvent étre les prix de six composants
de fabrication d’un certain produit

ou les six doses de prescription d’un

médicament, pour un patient hospitalisé.

En théorie de la relativité, on emploie
des vecteurs de dimension quatre

(x, y, z, t) ou les trois premieres
composantes servent a situer une
position dans I’espace et la quatrieme
correspond au temps.
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Exemple 4 Opérations sur les vecteurs

Sid=(4,0,3)eth = (-2, 1, 5), déterminer |d| ainsi que les vecteurs d + b,d — b,
3b et 2d + 5b.

Solution

Utilisons I’expression du module d’un vecteur et de la formulation algébriques des opé-
rations vectorielles

|a|:\/42+02+32:\/5:5 Formule de la norme.
i+b=(4,0,3)+(-2,1,9
=@4+(=2),0+1,3+5 =(2,1,8)
a—b=(4,0,3)—(-2,1,5)
=4 -(-2,0—-1,3—=5 =(,—1, —2)
3b=3(-2,1,5)
= (3(—2), 3(1), 3(5)) = (—6, 3, 15)
24+5b=2(4,0,3)+5(—2,1,5)
=(8,0,6)+(—10,5,25) = (—2,5,31)

Addition de composantes.
Soustraction de composantes.
Multiplication de chaque composante par 3.

Multiplication par des scalaires
appropriés et addition de composantes.
Nous désignons par V, I’ensemble de tous les vecteurs de dimension deux et par V;.
I’ensemble de tous les vecteurs de dimension trois. Plus généralement, nous aurons
besoin de considérer plus tard I’ensemble V,, des vecteurs de dimension n. Un vecteur de
dimension n est un n-tuple :

a=(ay,ay,...,a,

ouay, a, . .., a, sont des nombres réels, appelés les composantes de d. L’addition et la
multiplication par un scalaire sont définies en termes de composantes, exactement de la
méme maniere que dans les casn = 2 etn = 3.

4 . )
Propriétés des vecteurs

Soient @, b et ¢ des vecteurs de V, et ¢ et d des scalaires. Alors

l.ia+b=b+a 2.d+b+¢)=@G+b)+¢

3.a+0=a 4. a+(—a)=0
5. c(@d+b)=ci+ch 6. c+dyda=cd+da
7. (cd)d = c(d d) 8. la=ad
g J

Ces huit propriétés des vecteurs peuvent facilement étre vérifiées, soit géométriquement,
soit algébriquement. La propriété 1, par exemple, se lit dans la figure 9.20 (elle revient a
la régle du parallélogramme) ou se démontre, dans le cas n = 2, comme suit :

i+b= (ay, ay) + (by, by) = (ay + by, a, + by)

addition algébrique de vecteurs

= (b +ap, by +ay)

I’addition est commutative

= (b, b))+ (a,a)) =b+a addition algébrique de vecteurs
La propriété 2 (I’associativité) se lit dans la figure 9.35 en appliquant la régle du triangle

plusieurs fois : le vecteur PO est obtenu comme résultat soit de la construction de d + b
auquel on ajoute ¢, soit de d auquel on ajoute b + ¢



(@+b)+¢
=d+(h+0)

P

Figure 9.35
La géométrie justifie la propriété 2
de la loi d’associativité.
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B Vecteurs de Base
Certains vecteurs en deux dimensions, ou trois dimensions, ou méme en dimension n jouent
un role spécial. Dans un espace a trois dimensions, les vecteurs standard de base sont :

i =(1,0,0) j=1(0,1,0 k=1(0,0,1)

Les vecteurs 7, j et k sont de longueur 1 et pointent dans le sens positif de chaque axe. De
méme, en dimension deux, on définiti = (1, 0) et 7 =1(0,1). Les Figures 9 .36 et 9.37
illustrent ces vecteurs dans des espace a deux ou trois dimensions.

Z

y
2+
©, 1)
1 L
j -
‘ ‘ (1,0) 4
2 -1 o] @1 2 j
1+
Figure 9.36 Figure 9.37
Vecteurs standards de base dans un espace Vecteurs standards de base dans un espace
a deux dimensions. a trois dimensions.

Un vecteur @ = (ay, d,, az) quelconque peut maintenant étre écrit
a = (ay, ay, az) = (a;, 0,0) + (0, ay, 0) + (0, 0, az)
a(1,0,0) + ay(0, 1, 0) + a5(0, 0, 1)
a=ai+aj+ak ®)

C’est ainsi qu’un vecteur quelconque d’un espace a trois dimensions peut étre exprimé
en fonction des vecteurs de base standard 7', j et k. Par exemple,

(1,-2,6)=70 —2]+6k
De méme, en dimension deux, on peut écrire

a= (Cll, 612) = a; ? +a2f (3)

Les Figures 9.39 et 9.38 montrent une interprétation géométrique des équations 3 et 2.

y
(ay, ap, az)

(a1, ap)

QU

—

£l3k

\y

QU

a2j ali (0]

o a|i X aZj

Figure 9.38 Figure 9.39
A deux dimensions d = a;7 +a,J. A deux dimensions @ = a;7 + a,] + a3k.
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Figure 9.40
Le poids, les deux cables
et les forces mises en jeu.

Exemple 5 Expression d’une opération en fonction des vecteurs de base
Sia=7+4+2j —3keth=47+7k,exprimer le vecteur 2@+ 3 b en fonctionde 7, j et k.
Solution

Grace aux propriétés 1, 2, 5, 6 et 7 des vecteurs, on a

2d+3b=27+27 —3k)+3@4i+7k)
=27 +47 —6k+127 +21k =147 +47 +15% n

Un vecteur de longueur 1 est appelé un vecteur unitaire. C’est le cas, par exemple, des
- = iy ., P = o, . A . .
vecteurs i, j et k . De facon générale, si @ # 0 , le vecteur unitaire de méme direction
et de méme sens que d est
1

Ui=-—d=

En vue de vérifier cela, on pose ¢ = 1 /|d|. Alors ii = ¢ d ol ¢ est un scalaire positif.
Donc 4 a méme direction et méme sens que 4. Et de plus
i = |ea| =|c|]a] = |l
u|=lcal=|c||da|==la
la|

[~

“

QU
QU

I
—

Exemple 6 Vecteur unitaire

Déterminer le vecteur unitaire de méme direction et de méme sens que le vecteur
27 —j —2k.

Solution

La norme du vecteur donné est égale a

|2i—j—2k| = \/22 +(=1)24(=2)2=V9=3.

Selon 1’équation 6, le vecteur unitaire de méme direction et de méme sens est donc

Ly = 2y 2= 1+ 25
M Applications

Les vecteurs sont largement utilisés en physique et en sciences appliquées. Au
chapitre 10, nous verrons comment ils décrivent la vitesse et I’accélération d’objets en
mouvement dans 1’espace. Ici, nous regardons un exemple incluant des forces.

Une force est représentée par un vecteur parce qu’elle a a la fois une mesure (exprimée
en Newton), une direction et un sens. Lorsque plusieurs forces agissent sur un objet, la
force résultante exercée sur I’objet est le vecteur somme de ces forces.

Exemple 7 Un poids soutenu par deux cables

Deux cables soutiennent un poids de 100 N, comme illustré sur la figure 9.40. Calculer
les tensions (forces) 7' et T, des deux cables et leurs modules respectifs.

Solution

Nous exprimons d’abord les forces T, et T, en fonction de leurs composantes horizon-
tale et verticale.

D’apres la figure 9.41, nous voyons que

:|7"1| cos 50°7 -i;ﬁ“l| sin 50° j
Tl cos 32°7 + |T'5| sin 32° f

T
T,
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50° 32° Comme la résultante Tl + Tz des tensions contrecarre le poids w, il faut que
T,+T,=-w=1007.
D’ou, en utilisant les composantes de Tl et Tz.

(= |7,] cos 50° + |T,| cos 32°) 7 + (|T,] sin 50° + | 75| sin 32°) 7 = 100 7

Egalons les composantes
Figure 9.41

. . - |T1|c0550°+|72|cos32°=0
Composantes horizontales et verti- R N
cales de T' et T. |7,| sin 50° + |T,] sin 32° = 100

Résolvons la premiere de ces équations par rapport a ‘T2’ et substituons 1’expression
obtenue dans la deuxieme :

|7, | sin50° + 7] c0s 30" pe 100
sin sin =
! 0s 32°
Les normes des tensions sont donc
. 100
T,| = — ~ 85,64 N et
| ! | sin 50° + tan 32° cos 50°
|7, | 2] 00s50° _ 401N
217 cos32e T '
Remplacons ces valeurs dans I’expression des composantes de T"] et Tz pour obtenir les
tensions
T,~—55057+6560]; T,~5505i +34407 ]
9.2 | Exercices
1. Les quantités suivantes sont-elles des vecteurs ou des [0)
scalaires ? Expliquez.
a) Le coilt d’un billet de théatre P
b) Le courant d’une riviére
¢) La trajectoire initiale du vol Denver Omaha
d) La population mondiale
e) La quantité de glace d’une boule de glace
f) Laloi de dérive et la trajectoire d’un iceberg
2. Quelle relation y a-t-il entre le point (4, 7) et le vecteur R S

(4, 7) ? lllustrez votre réponse. ) R ) )
5. Recopier les vecteurs de la figure et, a partir de ceux-ci,

3. Identifiez tous les vecteurs dans le parallélogramme. tracez les vecteurs suivants.
A B a) u+v b) u—V
c) vt+w d w+v+tu

6. Recopier les vecteurs de la figure et, a partir de ceux-ci,
tracez les vecteurs suivants.

D C

a) d+b by d—-b
L d) -3b
4. Utilisez la figure pour écrire chaque combinaison de vecteurs ) 2 a )
comme un seul vecteur. e) d+2b f) 26—a
a) PO+ QR b) RP+PS
¢) 0S—PS d) RS+SP+P0

U
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Déterminez le vecteur @ représenté par le segment orienté AB.
Dessinez AB et une autre représentation équivalente dont le point
initial est I’origine.

7. A(—1,3),B(2,2)

9. A(—2,-5),B(3,4)
11. A4,0, —2),B(4,2,1)

8. A2, 1), B0, 6)
10. A(0,3,1),B(2,3,—1)
12. A(=2, -3, —1), B3, —1,6)

Déterminez la somme des vecteurs donnés et illustrez
géométriquement.

13. (—1,4),(5, —2) 14. (—2,-1),5,7)
15. (3, —5),(0,4) 16. (0, 1,2),(0,0, —3)
17. (—1,0,2),(0,4,0) 18. (1,2,0),(—1,3,3)

Déterminez @ + b, 2d + 3b, |d| et |@ — b|.

19. @ = (5, —12),5 = (-3, —6)
20.d=47+7,6=7-27
21.d=7+27 -3k, b=-27 —j+5k
22. =27 —47+4k, b =27 -k
23.d=-27+3]—k,b=37 —3j7+2k

Déterminez le vecteur unitaire de méme direction et de méme sens
que le vecteur donné.

24, —37 +77
26. (—4,2,4)

25. (3, -3)
27. 87 —j+4k

28. Cherchez un vecteur de méme sens et de méme direction que
(—2, 4, 2), mais de longueur 6.

29. Quelles sont les composantes de V si V se trouve dans le premier
quadrant, fait un angle de 77 /3 avec la partie positive de 1’axe
Oxetsi|[v]| =47

30. Un enfant tire une luge sur la neige en exergant une force de 50 N
dans une direction qui fait un angle de 38° avec I’horizontale.
Quelles sont les composantes horizontale et verticale de la force ?

31. Un buteur tire le ballon avec un angle d’élévation de 40°
et une vitesse de 60 ft/s. Déterminez les composantes
horizontale et verticale du vecteur vitesse.

Déterminez la force résultante et 1’angle qu’elle fait avec la direc-
tion positive de 1’axe Ox.

32, y 33, Y
20 Ib
200 N

45°
5300 X 300N 60°

16 1b

34. Les vitesses ont une mesure, une direction et un sens ; elles
sont donc des vecteurs. La mesure d’un vecteur vitesse est
appelée la vitesse scalaire. On suppose que le vent souffle a
45° nord-ouest (cela veut dire a 45° a I’ouest de la direction
nord). Un avion se dirige a 60° nord-est a une vitesse (par
rapport a I’air) de 250 km /h.

Le vol réel de I’avion s’effectue dans la direction résultante
des vecteurs vitesses de 1’avion et du vent. La vitesse scalaire
de I’avion par rapport au sol est le module de la résultante.
Déterminez la direction réellement suivie par I’avion et sa
vitesse scalaire par rapport au sol.

35. Une personne marche droit vers 1’ouest sur le pont d’un
navire a la vitesse de 3 mi/h. Le bateau navigue vers le nord
a la vitesse de 22 mi/h. Déterminez la vitesse scalaire et la
direction de la personne par rapport a la surface de 1’eau.

36. Des cordes de 3 m et 5 m de long font partie d’une guirlande
décorative placée a 1’occasion de la braderie du quartier. La
décoration a une masse de 5 kg. Les cordes, attachées a des
hauteurs différentes, font des angles de 52° et 40° par rapport
a I’horizontale. Déterminez la tension de chaque corde ainsi
que le module de chaque tension.

40°
52°

Im S5m

37. Une corde a linge est fixée a deux poteaux distants de 8 m. La
corde est tout a fait tendue et fait une fleche négligeable. Une
chemise mouillée de 0,8 kg est suspendue au milieu de la corde
qui descend alors de 8 cm. Déterminez la tension de chaque
moitié de la corde a linge.

38. Une grue suspend horizontalement une poutre en acier de
500 Ib a I’aide de cables (de masse négligeable) attachés a un
crochet a chaque extrémité de la poutre. Les cables de support
font chacun un angle de 60° avec la poutre. Déterminez, dans
chacun des deux cébles, le vecteur tension et sa norme.




39.

40

41.

42

43.

44.

Un palan a poulie est suspendu dans un entrepdt par des
cordes de 2 metres et 3 metres de longueur. Le poids a
soulever est de 350 N. Les cordes, attachées a des hauteurs
différentes, font des angles de 50° et 38° avec 1’horizontale.
Trouvez, pour chaque corde, la tension et sa norme.
38°
50°

2 m 3m

La tension 7' & chaque extrémité d’une chaine est de 25 N,
comme indiqué sur la figure. Quel est le poids de la chaine ?

~ -
-

37° o A\37°

Un plaisancier veut traverser un canal de 3 km de large et
accoster a 2 km de son point de départ. La vitesse du courant
est de 3,5 km/h et la vitesse du bateau est de 13 km/h.

a) Dans quelle direction devraient-ils s’orienter ?

b) Combien de temps durera le voyage ?

Trois forces s’exercent sur un objet. Deux de ces forces, de
normes 25 N et 12 N, font un angle de 100° I’'une de ’autre.
La troisieme force est perpendiculaire au plan des deux forces
précédentes et a une norme de 4 N. Déterminez la norme de
la force qui contrebalancerait exactement ces trois forces.

Déterminez les vecteurs unitaires paralleles a la tangente a la

parabole y = x? au point (2, 4).

a) Déterminez les vecteurs unitaires paralleles a la tangente
ala courbe y = 2 sin x au point (7 /6, 1).

b) Déterminez les vecteurs unitaires qui sont
perpendiculaires a la tangente.

¢) Dessinez la courbe y = 2 sin x. Ajoutez au graphe les
vecteurs des parties a) et b), tous deux issus de (/6, 1).

45

46

47.

Soient A, B, et C les sommets d’un triangle, déterminez
AB + BC + CA

Soit C le point du segment AB situé deux fois plus loin de

gquadf A.lsi d=0A,b = 0B et¢ = OC montrez que

-

c=—-a+ -b
3 3

a) Dessinez les vecteurs @ = (3,2),5 = (2, eté = (7, 1)

b) Montrez par un dessin qu’il existe des scalaires s et 7 tels
quec¢ =sd+th.

c) Estimez sur le dessin les valeurs de s et 7.

d) Calculez les valeurs exactes de s et 7.
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48. Soient d et b des vecteurs non nuls et non parallgles et soit ¢

49

50

51

52

53

54

55

56

un vecteur quelconque du plan déterminé par d et b. Montrez
géométriquement que ¢ peut étre écrit sous la forme

¢ =sd+1tb, pour des scalaires s et f convenables. Donnez
ensuite une démonstration de ce résultat en utilisant les
composantes des vecteurs.

On suppose que @ est un vecteur unitaire de dimension trois
du premier octant qui part de I’origine et qui fait un angle de
60° avec la partie positive de I’axe Ox et de 72° avec la partie
positive de Iaxe Oy. Ecrivez les composantes de d.

Soient «, B, et y les angles que fait un vecteur d
respectivement avec les parties positives des axes Ox, Oy et
Oz. Déterminez les composantes de d et démontrez que

cos®a + cos? B+ cos?y =1

Les nombres cos «, cos 3, et cos y sont appelés les cosinus
directeurs de d.

Etant donné 7 = (x, y, z) et o = (xo, Yo, 2o), décrivez
I’ensemble de tous les points (x, y, z) tels que [F— 7| = 1.

Etant donné 7 = (x, y), 7, = (x1, y;) et 7 = (xa, y,), décrivez
I’ensemble de tous les points (x, y) tels que
[P = 7|+ |F =P =k, 00k > [ — 7| ?

La figure 9.35 donne une démonstration géométrique de
la Propriété 2 des vecteurs. Donnez une démonstration
algébrique en termes de composantes dans le cas n = 2.

Démontrez algébriquement la Propriété 5 des vecteurs dans
le cas n = 3. Utilisez ensuite des triangles semblables pour en
donner une preuve de nature géométrique.

Démontrez vectoriellement que le segment qui joint les milieux
de deux coOtés d’un triangle est parallele au troisieme coté et en
mesure la moitié.

On suppose que les trois plans de coordonnées sont des
miroirs et qu'un rayon de lumiere représenté par le vecteur

d = (ay, a,, a) frappe d’abord le plan Oxz, comme dans la
figure. Utilisez le fait que I’angle de réflexion est égal a I’angle
d’incidence pour montrer que la direction du rayon réfléchi est
donnée par b = (a;, —a,, as). Déduisez-en qu’aprés avoir été
réfléchi par les trois miroirs perpendiculaires, le rayon sortant
est parallele au rayon initial. (Les chercheurs américains

de I’espace ont utilisé ce principe, en méme temps que des
rayons laser et un tableau de miroirs en coin sur la Lune, pour
déterminer avec précision la distance de la Terre a la Lune.)

QU
[
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9.3

Figure 9.42
Une force constante telle que le
vecteur F'.

Le produit scalaire

Jusqu’ici, nous avons additionné deux vecteurs et multipli€ un vecteur par un scalaire.
Se pose alors la question : comment multiplier deux vecteurs de maniere a ce que leur
produit soit un résultat utile ? Le produit scalaire que nous étudions dans cette section
est une des réponses possibles a cette question. Le produit vectoriel en est une autre et
sera étudi€ dans la section suivante.

M Le travail et le produit scalaire

En physique et en sciences appliquées il y a des situations dans lesquelles il faut tenir
compte de deux vecteurs, c’est le cas par exemple lors du calcul du travail effectué
par une force. Dans la Section 6.5, nous avons défini le travail accompli par une force
constante F qui fait se déplacer un objet d’une distance d par W = Fd. Cependant, cette
définition n’est valable que si la direction dans laquelle est exercée la force est celle du
mouvement de 1’objet.

Plus généralement, supposons maintenant que la force constante est un vecteur F = PR
orienté différemment, comme dans la figure 9.42. Si la force déplace I’objet de P vers

0, alors le vecteur déplacement est D= }TQ Deux vecteurs sont en présence ici, la
force F et le déplacement D.

—

Le travail effectué par F est défini comme la norme du déplacement, |D|, multipliée par
la norme de la force appliquée dans la direction du mouvement, qui, selon la figure 9.42,
est

|ﬁ‘ = ’IT"‘ cos 0

Le travail effectué par F est donc défini par

W = |D| (|F| cos 6) = |F| |D] cos 6 (1)

Notez que le travail est une grandeur scalaire ; elle n’a pas d’orientation ni de sens.
Cependant sa valeur dépend de 1’angle entre les vecteurs force et déplacement.

Nous nous servons de I’expression 1 pour définir le produit scalaire de deux vecteurs,
méme lorsqu’ils ne représentent pas une force ou un déplacement.

e 3
Définition
Le produit scalaire de deux vecteurs non nuls @ et b est le nombre
d-b=|a||b|cosb

ol O est I'angle entre d et b, 0 < 0 < 7. (L’angle 6 est le plus petit angle entre les
vecteurs lorsqu’ils sont dessinés a partir d’'un méme point origine). Dans le cas ou

I’un des deux vecteurs est le vecteur nul, le produit scalaire est défini par d-b = 0.
\ J

Ce produit est appelé produit scalaire justement parce que le résultat du calcul @ - b n’est
pas un vecteur, mais un nombre réel, un scalaire.

Dans I’exemple du travail F-D = |F||D| cos 6, effectué par une force F qui s’exerce

sur un objet en déplacement D = PQ, celan’a pas de sens que 1’angle 6 entre FetD
soit égal ou supérieur & 77 /2 car il n’y aurait pas de mouvement de P vers Q. Par contre,
dans notre définition générale de a - b, cette restriction n’existe pas et § peut étre un
angle quelconque compris entre 0 et 7.



F
35°
D
Figure 9.43

Vecteur force et vecteur déplacement.

) a-b=0
a 0 =m/2
~ d-b<0
0 b 6 obtus
a
Figure 9.44

Le produit scalaire peut étre vu comme
une mesure de ce que @ et b vont plus
ou moins dans la méme direction.
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Exemple 1 Calcul d’un produit scalaire a partir des longueurs et de 'angle formé

Calculer a - b si les vecteurs et b sont de longueurs 4 et 6 et si 1’angle qu’ils font entre
eux mesure 7 / 3.

Solution

Utilisons la définition la définition du produit scalaire.

- - T 1
a-b=la VY=4.6.- = [
a-b |a||b|cos<3> 4.6 3 12

Exemple 2 Calcul du travail d’une force

Un cageot est tiré sur une distance de 100 m le long d’une route horizontale sous une
force constante de 70 N appliquée selon un angle de 35° par rapport a 1’horizontale. Cal-
culer le travail effectué par cette force.

Solution

SiFetD désignent les vecteurs force et déplacement, tels qu’ils sont représentés dans la
figure 9.43, alors le travail effectué est

W=F.-D= |f7| |B| cos 35°
= (70)(100) cos 35° = 5734,06 N - m = 5734,06 J. [ |

Deux vecteurs non nuls @ et b sont dits perpendiculaires ou orthogonaux s’ils font
m . . .

entre eux un angle 6 = E Donc, si a et b sont des vecteurs perpendiculaires entre eux,

ona

a-B=|a\|B|cos<g)=o

Réciproquement, si d - b=0,alorscosf =0,d’ou 6 = /2. Le vecteur nul 0 est consi-
déré comme perpendiculaire aux deux vecteurs.

Deux vecteurs d et b sont orthogonaux si, et seulement si, d - b=0 2)

0 77
Vuque cos>0quand 0 <0 < Eetquecosﬂ < Oquandi < 0 <7 ,nous

L p . T T
constatons que d - b est positif lorsque 6 < By et négatif lorsque 6 > EX Nous pouvons
considérer @ - b comme une mesure de ce que d et b vont plus ou moins dans la méme

direction.

Le produit scalaire a - b est positif si globalement et b sont orientés dans le méme
sens, est nul si g et b sont perpendiculaires et négatif s’ils ont des orientations oppo-
sées. Voir la Figure 9.44. Dans le cas extréme ou d et b pointent exactement dans la
méme direction et le méme sens, 0 = 0, d’oucos§ = 1 et

a-b=|al |b|

Sideth pointent exactement dans des sens opposés, § = 7, d’ou cos § = —1 et
a-b=—lal|b|.
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Figure 9.45
L’angle 6 entre les vecteurs @ et b.

M Le produit scalaire en termes de composantes

Deux vecteurs sont donnés par leurs composantes
a = (ay, a, az) b = (by, by, b3)

Nous voudrions écrire le produit scalaire @ - b de facon intéressante avec les composantes.
La Loi des cosinus appliquée au triangle de la figure 9.45 donne

@ — B> = |a|*+ |B]* — 2 |a] [B| cos 0

Résolvons le produit scalaire dans 1’expression suivante :

1 .
a-b=5 (il + B - la - 5P

1
=5lat+ad+ad+bi+bi+b3—(a = b))’ = (a2 = b)* = (a3 = by)’]

= albl + a2b2 + a3b3

Le produit scalaire de @ = (ay, ay, a3) et b = (by, b,, by) est égal &
a- B = Cl]bl +a2b2+a3b3
Le produit scalaire de deux vecteurs s’obtient donc en faisant le produit des composantes

correspondantes et en additionnant les produits. Le produit scalaire de deux vecteurs de
dimension deux s’effectue de manicre analogue :

(ai, a) - (by, by) = a1by +a, by

Exemple 3 Calcul du produit scalaire a partir des composantes
Voici quelques exemples de produits scalaires calculés a partir de leurs composantes.

2,4-CG,-D=Q)3)+@H(—-1) =2

(—1,7,4) - (6,2, —3) = (=1)(6) + (7)(2) + (4)(~3) = 6

(T +27 =3K)-27 =K =MO)+2@)+(=3)(~-1)=7 n
Exemple 4 Tester l'orthogonalité

Montrer que 27 +2 j — k est perpendiculaire 857 — 4 j +2k.

Solution

Comme
Qi+27 —k)-57 —47+2k)=Q)B)+Q)(-H+(-D2)=0
ces vecteurs sont donc perpendiculaires, d’aprés I’Equation 2. [ ]

Exemple 5 Angle entre deux vecteurs
Quel angle font entre eux les vecteurs d = (2,2, —1) et b=(5 -3.2).
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Solution
Désignons par 6 1’angle cherché.

Calculons la norme de chacun des vecteurs
la| =122 +22+ (=12 =V0 =3 et |b|=1/5"+ (—3)2+2> = /38
et leur produit scalaire
a-b=02)(5+@2(=3)+(=DR2)=2
On a, par la définition du produit scalaire,
a-b 2
alb] 338

L’angle entre d et b mesure donc :

cosf =

2
0 =cos™ ! () ~ 1,462 (= 83,79°). ]
3v/38 ( )

Exemple 6 Calcul d’un travail

Une force représentée par un vecteur F=3i+4j+5k agit sur un point matériel qui
se déplace du point P(2, 1, 0) vers le point Q(4, 6, 2). Calculer le travail effectué.
Solution

Le déplacement est représenté par le vecteur
D=P0=(4-2,6-1,2-0)=(2,5,2).

Le travail est alors calculé comme suit

W=F-D=(3,4,5-(2,5,2)
=6+ 20+ 10 = 36.

Si la longueur est mesurée en metres et si I’intensité de la force est mesurée en Newton,
le travail est de 36 J. [ ]

Le produit scalaire vérifie plusieurs lois analogues a celles du produit ordinaire entre
nombres réels. Elles sont énoncées dans le théoréme suivant.

(" Les propriétés du produit scalaire )
Si a, b et ¢ sont des vecteurs de V; et ¢ un scalaire, alors
1. d-a=al 2. da-b=b-d
3.a-(b+¢)=a-b+ad-¢ 4. (cd)-b=c(d@-b) =a-(ch)
5.0.a=0

N J

Les propriétés 1, 2 et 5 sont des conséquences immédiates de la définition du produit
scalaire. La meilleure démonstration de la propriété 3 se fait en termes de composantes :

a-(b+7¢)=(ay,ar a3 (by+cy, by+cy by+cy) addition algébrique de b et ¢
=a|(b; + c)) + ax(by + ) + az(bs + ¢3) définition du produit scalaire

=ab; + ajc; + aby, + a,cr + azbs + azes distributivité

= (a1b; + arb, + azb3) + (ajcy + arcr + ascs) regroupement des termes
=a-b+d-¢ par définition du produit scalaire

La démonstration de la propriété 4 est laissée en exercice.
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